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is.brou
hier�prepas.org)Partie I-Ruissellement d'eau sur une stala
titeI.A- Étude d'un é
oulement modèleI.A.1) L'é
oulement est stationnaire et in
ompressible : il ne dépend pas du temps et la masse volumique
µ du �uide est 
onstante. L'équation de 
onservation de la masse permet d'é
rire : div(µ~u) + ∂µ/∂t = 0.Ave
 la remarque pré
édente il reste : div~u = 0. Si on 
omplète le repère donné dans l'énon
é par un axede ve
teur unitaire −→ey la divergen
e s'é
rit :

div~u =
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z
= 0Les 
omposantes uy et uz sont nulles il reste don
 ∂ux/∂x = 0 d'où ux indépendant de x.Par dé�nition :

D~u

Dt
=

∂~u

∂t
+
−−→
grad

u2

2
+
−→
rot~u ∧ ~uOn 
al
ule aisément −→

rot~u = −→ey∂u/∂z et −−→
grad(u2/2) = u∂u

∂z
−→ez . Puis −→

rot~u ∧ ~u = −u∂u
∂z
−→ez . Comme ~u estindépendant du temps on obtient D~u/Dt = ~0Pour la 
al
ul du Lapla
ien ve
teur on a :

~∆~u = ∆ux.−→ex ∆ux =
∂2u

∂z2
~∆~u =

∂2u

∂z2

−→exI.A.2) En proje
tion sur −→ez beau
oup de termes sont nuls, il vient : −∂p/∂z − µg cos θ = 0. En faitle problème ne dépend pas de x et la dérivée partielle est une simple dérivée, en intégrant on obtient
p = −µgz cos θ + Cste . Pour z = h p = p0 d'où : p = p0 + µg(h − z) cos θ .I.A.3) En proje
tion sur −→ex l'équation de Navier-Stokes donne 0 = ηd2u/dz2 + µg sin θ d'où on tire :

d2u

dz2
= −

µg sin θ

η
= −

g sin θ

ν

du

dz
= −g

sin θ

ν
z + A u = −g

sin θ

ν

z2

2
+ Az + BI.A.4) En z = 0 le plan est immobile. Du fait de la vis
osité la vitesse du �uide est égale à 
elle du plan,don
 u(0) = 0 (analogie ave
 la 
ou
he limite).En négligeant la vis
osité de l'air on peut admettre quel'air reste immobile et que −→rotu = ~0. Par 
ontinuité à la surfa
e du liquide, 
ette expression reste vraie et,en proje
tion sur −→ey il vient :

(
∂u

∂z
)z=h = 0I.A.5) Des 
onditions aux limites pré
édentes z = 0 u = 0 et z = h du/dz = 0 A = g sin θh/ν ilvient :

u = −g
sin θ

ν

z2

2
+ g

sin θ

ν
hz



I.A.6) Lorsqu'on parle d'un liquide la "profondeur" se mesure à partie de la surfa
e vers le fond du liquide.I
i 
e terme est inadéquat il aurait fallu dire "largeur" et 
ela a pu troubler les 
andidats. Le débitvolumique élémentaire pour une épaisseur dz et une largeur b est dq = ubdz soit :
q = b

∫ h

0

udz =
g sin θ

ν

∫ h

0

[−
z2

2
dz + hzdz] =

g sin θ

ν
[−

h3

6
+

h3

2
] q =

g sin θh3b

3νI.B- Appli
ation aux stala
titesI.B.1) Pour pouvoir rempla
er b par 2πR(Z) il faut que le rayon soit assez grand pour pouvoir assimilerla stala
tite à son plan tangent en 
e point. Cela n'est plus possible à la pointe où le rayon est nul.L'expression de q(Z) n'est plus valable au voisinage de la pointe de la stala
tite.I.B.2) En régime permanent l'eau qui 
oule du haut de la stala
tite se retrouve intégralement à la pointe.Pour mesurer le débit il su�t de mettre un ré
ipient sous la pointe et de mesurer la quantité d'eau quis'é
oule pendant un temps donné.I.B.3) Comme q est 
onstant q = q0 d'où :
q0 =

2πgh3R sin θ

3ν
h3 =

3νq0

2πgR sin θ
h = [

3νq0

2πg
]1/3.(R sin θ)−1/3 lc = [

3νq0

2πg
]1/4I.B.4) Appli
ation numérique. Il faut d'abord transformer les grandeurs données en unités légales :

q0 = 50 mL.h−1 =
50.10−6

3600
m3s−1 = 1, 39.10−8m3s−1 R0 = 5.10−2 mAve
 les valeurs numériques de l'énon
é on obtient :

lc = 1, 61.10−4 m = 0, 161 mm h0 = 2, 38.10−5 m = 23, 8 µm um = 1, 86 mm.s−1I.B.5) Par dé�nition le nombre de Reynolds vaut R = u.h0/ν où u est la vitesse, h0 une distan
e 
ara
-téristique et ν la vis
osité 
inématique. En prenant 
omme vitesse la valeur de um et pour la distan
e
ara
téristique la valeur de h0 on trouve R = 0, 044 . Le nombre de Reynolds permet de 
ara
tériser lepassage du régime laminaire au régime turbulent pour des valeurs 
omprises entre 2000 et 3000. I
i on esttrès nettement en dessous don
 le régime est parfaitement laminaire.I.B.6)
h/R < 10−1 R > 10h ave
 h ∼ h0 R > 0, 24 mmOn retrouve bien le fait que le modèle n'est pas valable à la pointe de la stala
tite où le rayon est nul.Partie II-Formation d'une stala
tite dans une grotteII.A- Di�usion de CO2 dans le �lm liquide et pré
ipitation de CaCO3II.A.1) On 
al
ule l'ordre de grandeur du temps τL le plus petit en prenant L0 = 10 cm et um =

10 mm/s. On trouve τL = L0/um = 10 sL'espè
e 
himique di�use sur une épaisseur h0 ave
 un 
oe�
ient de di�usion D = 10−5 cm2/s. L'ordrede grandeur du temps de transit est :
τd ∼

h2
0

D
=

(10−3 cm)2

10−5 cm2.s−1
τd = 10−1 sD'où τd << τL .II.A.2) Le taux d'allongement est de 1 cm par siè
le. Pour un allongement ∆L = h0 le temps τh est :

τh =
h0 cm

1
siè
le = 10−3.36500.86400 τh = 3, 15.106 s



On 
onstate que τd est nettement plus faible que τh et que l'hypothèse de la stationnarité est valable.II.A.3) La masse d'un disque de CaCO3 de 10 cm de rayon et de 1 cm d'épaisseur vaut 2, 7.π.10−2.10−2soit 8, 48.10−4 kg . En fait la valeur de ρCaCO3
est nettement sous évaluée dans l'énon
é : un mètre 
ubede 
al
aire ne peut avoir une masse de 2, 7 kg ,sans quoi les égyptiens n'auraient eu au
un mal à 
onstruireles pyramides. Il doit s'agir de 2, 7.103 kg.m−3. Nous 
ontinuerons le problème ave
 la valeur donnée.Pour avoir la masse de 
al
ium il su�t de faire une règle de trois masse de Ca = 3, 4.10−4 kg .Ave
 R0 = 10 cm , um = 10 mm/s et h0 = 10 µm, le débit de l'eau est de 2π.10−1.10−5.10−2 =

6, 28.10−8 m3.s−1. Comme un siè
le vaut 3, 15.109 s la quantité d'eau qui a 
ir
ulé est de l'ordre de
198 m3. La 
on
entration des ions 
al
ium est de 150 mg.L−1 = 0, 15 kg.m−3. La masse totale des ions
al
ium qui ont 
ir
ulé en un siè
le ave
 la solution est don
 de 0, 15.198 ∼ 300 kg. La masse de 
al
iumdéposée étant de 3, 4.10−4 kg ave
 les valeurs numériques de l'énon
é, la quasi totalité des ions 
al
ium seretrouve dans l'eau qui s'égoutte. Les stalagmites ont don
 une hauteur du même ordre de grandeur queles stala
tites (un peu moins 
ar la goutte qui arrive é
late en mi
rogouttes et une faible partie s'é
artede la pointe).Remarque Si on 
orrige la valeur de l'énon
é, on aurait 
omme masse des ions 
al
ium 0, 34 kg 
e quine modi�e pas le résultat pré
édent.II.A.4) Si on désigne par c(z, t) la 
on
entration de CO2 dans la tran
he d'épaisseur dz et de surfa
e dS(soit de volume dS.dz), l'équation de la di�usion s'é
rit :

∂c

∂t
= −D

∂2c

∂z2
δc =

δ2Nc

dS.dz

∂c

∂t
=

n0 − n

τc

n0 − n

τc
= −D

∂2n

∂z2
δ2 = τcDOn retrouve bien l'équation demandée ave
 δ ∼ 0, 32 cm .II.A.5) La solution générale de 
ette équation est la somme de la solution générale de l'équation sans se
ondmembre et d'une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre( on peut prendre n = cste = n0).L'équation sans se
ond membre est 
lassique et on obtient :

n = A exp(z/δ) + B exp(−z/δ) + n0II.A.6) En z = 0 le volume est nul, il n'y a don
 pas produ
tion de CO2, soit ∂n/∂z = 0. En exprimant
ette 
ondition il vient :
∂n

∂z
=

A

δ
exp(z/δ) −

A

δ
exp(−z/δ) z = 0 A − B = 0 B = A n = n0 + A(exp(z/δ) + exp(−z/δ))II.A.7)

n(z = h−) = χn(z = h+) = χn∞ n(z = h−) = n0 + A(exp(h/δ) + exp(−h/δ)) = χn∞

A =
χn∞ − n0

exp(h/δ) + exp(−h/δ)
= 2

χn∞ − n0

cosh(h/δ)

n(z) = n0 +
χn∞ − n0

cosh(h/δ)
cosh(z/δ)La notation cosh(z) représente le 
osinus hyperbolique de z soit :[exp(z) + exp(−z)]/2.II.A.8) La 
ondition de l'énon
é est bien véri�ée puisque h ∼ 10 µm et δ ∼ 0, 32 cm. Le nombre demolé
ules de CaCO3 déposées sur la stala
tite est égal au nombre de molé
ules de CO2 produites dans latran
he de surfa
e dS et d'épaisseur h, en intégrant il vient :

∫ h

0

∂2Nc

dS.dt
dz =

∫ h

0

χn∞ − n0

τc cosh(h/δ)
cosh(z/δ)dz =

χn∞ − n0

τc cosh(h/δ)
[δ sinh(z/δ)]h0 = δ

χn∞ − n0

τc
tanh(h/δ)En développant la tangente hyperbolique au premier ordre en h/δ : tanh(h/δ) ∼ h/δ il reste :

δ2N

dS.dt
=

χn∞ − n0

τc
h σ =

χn∞ − n0

τc



II.A.9) Pour un pH = 9 la valeur de σ est positive et le CO2 s'é
happe vers l'extérieur. Mais si le pHdevient supérieur (en gros) à 9, 3 σ devient négatif et le CO2 de l'air de la grotte entre dans l'eau et vadissoudre le 
al
aire pré
édemment formé. Cela est du au fait que la réa
tion est réversible.II.B- Croissan
e et forme de la stala
titeII.B.1) Soit δ2N le nombre de molé
ules déposées pendant le temps dt sur la surfa
e dS. Le volume de 
esmolé
ules est :vm.δ2N/Na. L'épaisseur élémentaire déposée vaut δ2N/dS et la vitesse de dép�t :
v⊥ =

δ2N

dS.dt

vm

Na
=

σhvm

Na
=

σvm

Na
l4/3
c (R sin θ)−1/3 γ =

σvml
4/3
c

NaII.B.2) L'angle entre la vitesse perpendi
ulaire à la stala
tite et la vitesse de dépla
ement vers le bas vaut
θ.

θ

−→
V⊥

−→
Vp

V⊥ = Vp cos θ

II.B.3) L'énon
é suppose Vp 
onstant. En exprimant les relations entre les grandeurs il vient :
V⊥ = γR−1/3 = Vp cos θ = −Vp.

dR

dZ

dR

dZ
= −

γ

Vp
.R−1/3En séparant les variables on obtient :

R1/3.dR = −
γ

Vp
.dZ [

3

4
R4/3]RR0

= −[
γZ

Vp
]Z0 Z(R) =

3γ

4Vp
(R

4/3

0
− R4/3)Le résultat trouvé 
i-dessus n'est valable que dans l'hypothèse θ ≈ π/2, don
 seulement au début de lastala
tite. On n'a pas le droit d'aller jusqu'à la pointe :

0

Z

RR0



Partie III-Formation d'un germe de stala
tite sur une main 
ourante enboisIII.A-Bilans de masseIII.A.1)a) La surfa
e, en proje
tion horizontale, qui reçoit la pluie a pour valeur dS = aL cos αdα . On en tire
dDm = ΨmdS = LaΨm cos αdα. On a en�n :

dDm

dα
= LaΨm cos αb) En α = 0 l'eau arrive perpendi
ulairement à la surfa
e de la main 
ourante, sa vitesse tangentielle estnulle don
 Dm = 0 .
) dDm = LaΨm cos αdα. En intégrant on obtient :

Dm − 0 = LaΨm

∫ α

0

cos αdα = LaΨm[sinα]α0 Dm = LaΨm sinαLe graphe de Dm 
i-dessous 
omprend aussi la réponse à la question suivante :
Dm

0 απ/2 πIII.A.2) Le dessous de la main 
ourante ne reçoit plus d'eau. L'énon
é pré
ise que l'eau s'é
oule le long dela main 
ourante et ne la quitte pas. Don
 pour π/2 < α < π on a Dm = Dm(π/2) = LaΨm. Le grapheest sur la même �gure qu'à la question pré
édente.III.A.3) Sur la moitié de la main 
ourante, la surfa
e perpendi
ulaire à la pluie est L.a. Le débit total dela pluie est don
 LaΨm qui s'é
oule jusqu'à α = πIII.A-Bilans d'énergieIII.B.1) Si on néglige tout transfert thermique de l'eau vers l'extérieur, elle 
onserve sa températureinitiale, soit 
elle de la pluie : T (α) = Tg . La main 
ourante en bois peut être 
onsidérée 
omme unisolant thermique, don
 pas d'é
hanges de 
haleur ave
 l'eau qui ruisselle.III.B.2) 0 < α < π/2a) A l'instant t la masse dm d'eau entrant sur la main 
ourante dans le système indiqué est dm = Dm.dt.La masse d'eau provenant de la pluie est dm′ = LaΨm cos αdαdt. L'enthalpie totale du système fermé est
onstituée de l'enthalpie H 
onstante du système ouvert et des apports extérieurs de l'eau qui arrive surla main 
ourante soit par ruissellement, soit par 
aptation de la pluie, de sorte que :
H∗(t) = H + cDm(α)T (α)dt + cLaΨm cos αTgdαdtb) A l'instant t + dt le système S∗ est 
onstitué de S et de l'eau qui est sortie de la main 
ourante dontla masse vaut Dm(α + dα)dt. L'enthalpie totale du système vaut don
 :

H∗(t + dt) = H + cDm(α + dα)T (α + dα)dt
) La variation d'enthalpie entre t et t+dt est égale à la quantité de 
haleur é
hangée par le système ave
le milieu extérieur dH∗ = δ2Q.
H∗(t + dt) − H∗(t) = c[Dm(α) +

dDm

dα
dα][T (α) +

dT

dα
dα]dt − cLaΨm cos αTgdαdt

c
d

dα
(TDm)dαdt − cLaΨmTg

d(sinα)

dα
dαdt = hcc(Ta − T )Ladαdt ave
 Dm = LaΨm sin α

cLaΨm
d

dα
((T − Tg) sin α) = hcc(Ta − T )Ladαdt



On simpli�e et on pose β = hcc/cΨm et on obtient l'équation demandée.d) Nous admettrons sommairement que en α = 0 dT/dα = 0 . En dérivant l'équation pré
édente onobtient :
dT

dα
sinα + (T − Tg) cos α = β(Ta − T )En α = 0 sinα = 0, la 
ondition dT/dα = 0 est inutile 0 ∗ 0. En revan
he cos α = 1 
e qui donne tous
al
uls faits :

T (α = 0) =
βTa + Tg

1 + βLa �gure 8 donne diverses 
ourbes T (α) fon
tion de α ave
 diverses valeurs du paramètre β. On 
onstateque pour α = 0 toutes 
es 
ourbes passent par la température Tg = 274 K qui est 
elle de la pluie quitombe. Pour obtenir 
e résultat ave
 la formule pré
édente il faudrait β = 0 
e qui ne 
orrespond pas auréseau de 
ourbes, qui ne donne d'ailleurs pas les valeurs de β. Il y a manifestement une ambiguïté entrele modèle 
hoisi et le réseau de 
ourbes. En plus en α = 0 la pente de la tangente à la 
ourbe est pluspro
he de l'in�ni que de 0 
omme indiqué dans l'énon
é.III.B.3)a) L'équation donnée par l'énon
é peut s'é
rire :
d(T − Ta)

dα
+ β(T − Ta) = 0 soit T − Ta = A exp(−βα)

T (π/2) = Ta + A exp(−βπ/2) A =
T (π/2) − Ta

exp(−βπ/2)
T = Ta + (T (π/2) − Ta) exp(−β(α − π/2))

274

273

272

π/2 π
• •

b) Pour obtenir de la gla
e, il faut T (α) = 273 K. Suivant la valeur de β pour 0 < α < π/2 on ne peut pasatteindre 
ette valeur. La dé
roissan
e de T (α) se 
ontinue pour π/2 < α < π . La zone la plus propi
e àla formation de gla
e est don
 le dessous de la main 
ourante.
) Si on a une main 
ourante en métal (bon 
ondu
teur de la 
haleur) , avant la pluie elle est à la tempé-rature de l'air extérieur inférieure à la température de solidi�
ation de l'eau. L'eau sur la main 
ourantese refroidira plus vite. L'apparition de gla
e est don
 favorisée, mais le modèle 
hoisi n'est plus valable 
aril y a des é
hanges de 
haleur entre l'eau et la main 
ourante.Partie IV- Croissan
e d'une stala
tite de gla
eIV.A-Modèle 
ondu
to-
onve
tifIV.A.1) La température étant 
onstante, la variation d'enthalpie du système est due uniquement à lasolidi�
ation de l'eau qui fournit de la 
haleur au milieu extérieur. Le volume de gla
e formé vaut π[R2(t+

dt) − R2(t)]dZ d'où dH = −2πµlF R.dR.dZIV.A.2) La surfa
e latérale du système vaut 2πRdZ, d'où δQ = hcc(Ta − Tf )2πRdZdt . Comme Ta < Tf




ette quantité est négative.IV.A.3) On é
rit l'égalité entre dH et δQ :
−2πµlF R.dRdZ = hcc(Ta − Tf )2πRdZdt

dR

dt
=

hcc(Tf − Ta)

µlFIV.A.4) Sur la photo de droite, où l'on a une belle stala
tite, la longueur L est de l'ordre de 40 mm et lerayon de base est de l'ordre de 1 mm. Le rapport L/R et don
 de l'ordre de 40. Si dL/dt et dR/dt avaientla même valeur, les vitesses de 
roissan
e seraient les mêmes et le rayon serait égal à la longueur, 
e quin'est pas le 
as. La 
roissan
e axiale est plus rapide que la 
roissan
e latérale, 
e qui 
on�rme le résultatde la Partie III où v⊥ < vp.IV.B-E�et de pointeIV.B.1) L'équation de la 
haleur pour la température peut s'é
rire :
∂T

∂t
=

λ

µc
∆Ten supposant qu'il n'y a pas de sour
es de 
haleur dans le milieu 
ondu
teur autre que la 
onditionaux limites. En régime permanent le température est indépendante du temps et l'équation devient en
oordonnées sphériques :

∆T =
2

r

∂T

∂r
+

∂2T

∂r2
ar le problème a la symétrie sphérique. En fait les dérivées partielles deviennent des dérivées de la seulevariable r. Il vient alors :
2

r

dT

dr
+

d2T

dr2
= 0Le potentiel 
réé par une 
harge pon
tuelle q à la distan
e r en symétrie sphérique vaut V = q/4πε0r+Cste.C'est une simple fon
tion en 1/r dont la dérivée première est −1/r2 et la dérivée se
onde 2/r3. On 
onstateque 
ette fon
tion satisfait à l'équation di�érentielle de la 
haleur. Don
 T (r) = α + β/r est solution del'équation di�érentielle du problème.IV.B.2)

r → ∞ T (∞) = Ta = α r = a Tf = Ta + β/a β = a[Tf − Ta]

T (r) = Ta + a(Tf − Ta)/rIV.B.3) La densité de 
ourant thermique vaut ~jth = −λ
−−→gradT .Le �ux du 
ourant thermique est le �ux Φdemandé. Φ = 4πa2jth = 4πa2.a(Ta − Tf )λ/a2 = 4πλa(Ta − Tf ). on en tire la valeur de G = 4πλa .IV.B.4) La quantité de 
haleur reçue algébriquement ( en fait 
édée à l'air) sert à fabriquer de la gla
e.Le volume de gla
e formée en supposant que le rayon de la sphère varie de da est 4πa2.da. La quantitéde 
haleur é
hangée est −µlF .4πa2.da = 2πλa(Ta − Tf )dt On peut 
onsidérer que l'allongement de lastala
tite pendant dt est dL = 2.da soit :

dL

dt
=

λ

a

Tf − Ta

µlFLe rapport de 
ette vitesse d'allongement à 
elle 
al
ulée en IV.A vaut : λ/a.hcc. En prenant la valeurdu rayon de la goutte donnée plus loin de 5 mm on trouve un rapport de 0, 2, 
e qui ne résoud pas leproblème. Même ave
 un rayon de 1 mm on trouve la même vitesse d'allongement.IV.B.5) Le 
hamp éle
trique est l'opposé du gradient de la fon
tion potentiel. L'analogue thermique du




hamp éle
trique est le gradient de température.IV.B.6) Pendant le temps dt l'anneau s'allonge de dL. Son volume est 2πaedL. La quantité de 
haleurfournie à l'air vaut µlF 2πaedL = 2πλa(Tf − Ta)dt . Ce qui donne dL/dt = λ(Tf − Ta)/eµlF Le fa
teurd'ampli�
ation par rapport au 
al
ul du I.V.A vaut maintenant λ/ehcc . Ave
 les valeurs numériques del'énon
é on trouve un rapport de 12, 5, 
e qui n'est en
ore pas assez pour expliquer le résultat de la photo.Partie V- Ondulations sur la surfa
e des stala
titesV.A-Interprétation de l'instabilitéV.A.1) Nous sommes en régime permanent, le �ux thermique est 
onstant. La seule variable est la distan
eà l'axe du 
ylindre r. Exprimons le �ux du ve
teur densité de 
ourant thermique ~jthà travers la surfa
edu 
ylindre de rayon r et de hauteur L et é
rivons que jth = −λdT/dr :
Φ = 2πrLjth jth =
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rivant la dernière relation pour les valeurs T1(r1) et T2(r2) il vient :
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r1V.A.2) Cal
ulons r1 et r2 pour R− en tenant 
ompte que h est beau
oup plus petit que R− :
r1 = R− r2 = R− + h = R− + l4/3
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−Pour R− et R+ on a 
omme longueur une demie longueur d'onde spatiale soir Λ/2, on obtient don
 :
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> 1La vitesse de formation de l'ondulation haute est supérieure à 
elle de l'ondulation basse, l'irrégularité dela surfa
e peut s'a

entuer.V.A.4) Pour R− la surfa
e S = πR−Λ/2. L'énergie potentielle de 
ette surfa
e est πAR−Λ/2. Il en estde même pour R+. Pour augmenter R+ il faut fournir une énergie supérieure à 
elle pour augmenter R−.Cela modère l'e�et d'origine thermique qui doit fournir plus de 
haleur pour augmenter R+ que pour R−.

Ep étant proportionnel à Λ 
ette modération est plus e�
a
e pour les grandes valeurs de Λ.V.B-Période spatiale des ondulationsV.B.1) ∂T/∂t est la dérivée partielle de la température par rapport au temps, en régime permanent 
ettedérivée est nulle. ~v.
−−→gradT est lié à la variation de température liée au dépla
ement de l'eau.V.B.2) En prenant de petites variations le Lapla
ien de T peut s'é
rire (Ta − Tf )/h2

0. Comme la vitesseest portée par OZ la 
omposante du gradient est 
elle portée par OZ soit (Ta − Tf )/Λ. En reportant 
esvaleurs dans la relation donnée il vient : Λ = um.h2
0/DthV.B.3) Appli
ation numérique : Λ = 6, 6 mm


