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Partie I-Ruissellement d’eau sur une stalactite

I.A- Etude d’un écoulement modéle
[LA.1) L’écoulement est stationnaire et incompressible : il ne dépend pas du temps et la masse volumique
p du fluide est constante. L’équation de conservation de la masse permet d’écrire : div(ut) + Ou/0t = 0.
Avec la remarque précédente il reste : divt = 0. Si on compléte le repére donné dans 1’énoncé par un axe
de vecteur unitaire e, la divergence s’écrit :

Oug, ~ Ouy ~ Ou,

+ 52+

ox dy 9z 0

divd =

Les composantes u, et u, sont nulles il reste donc du,/Jdz = 0 d’ou u, indépendant de x.
Par définition :

Du aﬁ+—c)lUQ+—t>_'/\_'
— = — +grad— +roti \u
Dt ot 9
—_—
On calcule aisément rofi = e,0u/0z et grad(u®/2) = u%e_z). Puis roti A @ = —ug—Ze_;. Comme 4 est
indépendant du temps on obtient | Di/Dt = 0
Pour la calcul du Laplacien vecteur on a :
- 0%u . 0%u
N — N —
AU = Au,.e, Au, = 9.2 At = @ex
I.A.2) En projection sur e, beaucoup de termes sont nuls, il vient : —9p/dz — ugcos® = 0. En fait

le probléme ne dépend pas de x et la dérivée partielle est une simple dérivée, en intégrant on obtient
p=—pgzcosf + Cste . Pour z=h p=mpodou:|p=npy+ pg(h—=z) COSQ‘.

I.A.3) En projection sur e, I'équation de Navier-Stokes donne 0 = nd?u/dz* + jugsin@ d’oi on tire :

d’*u g sin 0 gsiné du sin 6 sinf z
—— = — =— — =g z+ A u=—g
dz? n v dz

ILA4) En z = 0 le plan est immobile. Du fait de la viscosité la vitesse du fluide est égale a celle du plan,
donc u(0) = 0 (analogie avec la couche limite).En négligeant la viscosité de I’air on peut admettre que
’air reste immobile et que rotu = 0. Par continuité & la surface du liquide, cette expression reste vraie et,
en projection sur e_?; il vient :

ou
(&)z:h =0

I.A.5) Des conditions aux limites précédentes z = 0 uw =0et 2z =h du/dz =0 A = gsinbh/v il
vient :

sin @ 22 sin 0
2 Y

hz

U= —g




I.A.6) Lorsqu’on parle d’un liquide la "profondeur" se mesure a partie de la surface vers le fond du liquide.
Ici ce terme est inadéquat il aurait fallu dire "largeur" et cela a pu troubler les candidats. Le débit
volumique élémentaire pour une épaisseur dz et une largeur b est dg = ubdz soit :

h : h 2 : 3 3 . 3
9 0. h¥ h 0h3b
q=b/ udz = 22 /[—zderhzdz]:gSan [—— + =] g= 95000
0 0

v 6 2 3v

I.B- Application aux stalactites

[.B.1) Pour pouvoir remplacer b par 2rR(Z) il faut que le rayon soit assez grand pour pouvoir assimiler
la stalactite & son plan tangent en ce point. Cela n’est plus possible & la pointe ou le rayon est nul.
L’expression de ¢(Z) n’est plus valable au voisinage de la pointe de la stalactite.

[.B.2) En régime permanent l’eau qui coule du haut de la stalactite se retrouve intégralement a la pointe.
Pour mesurer le débit il suffit de mettre un récipient sous la pointe et de mesurer la quantité d’eau qui
s’écoule pendant un temps donné.

[.B.3) Comme q est constant ¢ = gp d’ou :

B 21gh® R sin 0 B8 3vqo

3vqo
3v ~ 2mgRsinf

113 (Rsing) M3 |1, = [2X901/

h =
[ 2mg

q0

2mg

I.B.4) Application numérique. Il faut d’abord transformer les grandeurs données en unités légales :

50.106
3600

Avec les valeurs numériques de ’énoncé on obtient :

go =50 mL.h ! = m3s™1 =1,39.10"%m3s™! Ry =5.10"2m

l.=1,61.107* m = 0,161 mm ho = 2,38.107° m = 23,8 um U = 1,86 mm.s~*

[.B.5) Par définition le nombre de Reynolds vaut R = u.hg/v ot u est la vitesse, hp une distance carac-
téristique et v la viscosité cinématique. En prenant comme vitesse la valeur de u,, et pour la distance
caractéristique la valeur de hg on trouve . Le nombre de Reynolds permet de caractériser le
passage du régime laminaire au régime turbulent pour des valeurs comprises entre 2000 et 3000. Ici on est
trés nettement en dessous donc le régime est parfaitement laminaire.

1.B.6)

h/R<10"'  R>10h  avec h~hg |R>0,24mm|

On retrouve bien le fait que le modele n’est pas valable a la pointe de la stalactite ol le rayon est nul.
Partie II-Formation d’une stalactite dans une grotte

I1.A- Diffusion de C'O, dans le film liquide et précipitation de C,CO;
II.A.1) On calcule 'ordre de grandeur du temps 77, le plus petit en prenant Lo = 10 cm et u,, =

10 mm/s. On trouve ’TL = Lo/um = 10 s‘

L’espéce chimique diffuse sur une épaisseur hg avec un coefficient de diffusion D = 107° e¢m?/s. L’ordre
de grandeur du temps de transit est :

hZ (1073 e¢m)?
T~y — = ——————
47D T 1075 em2.5 1

Tg = 107ts

Dion [ra << 7z}

I1.A.2) Le taux d’allongement est de 1 e¢m par siécle. Pour un allongement AL = hg le temps 7, est :

™ Giecle = 1073.36500.86400 |7, = 3,15.10° s

Th =




On constate que 74 est nettement plus faible que 7, et que 'hypothése de la stationnarité est valable.

I1.A.3) La masse d’un disque de C,COs3 de 10 ¢m de rayon et de 1 em d’épaisseur vaut 2,7.7.1072.1072

soit [8,48.107% kg | En fait la valeur de pc.cos est nettement sous évaluée dans I’énoncé : un metre cube
de calcaire ne peut avoir une masse de 2,7 kg ,sans quoi les égyptiens n’auraient eu aucun mal & construire
les pyramides. II doit s’agir de 2,7.10% kg.m 3. Nous continuerons le probléme avec la valeur donnée.

Pour avoir la masse de calcium il suffit de faire une regle de trois | masse de Cy = 3,4.107% kg|.

Avec Ry = 10 em , u,, = 10 mm/s et hg = 10 pm, le débit de I'eau est de 27.1071.1075.1072 =
6,28.1078 m3.s71. Comme un siécle vaut 3,15.10° s la quantité d’eau qui a circulé est de 'ordre de
198 m3. La concentration des ions calcium est de 150 mg.L~' = 0,15 kg.m~3. La masse totale des ions
calcium qui ont circulé en un siécle avec la solution est donc de 0,15.198 ~ 300 kg. La masse de calcium
déposée étant de 3,4.107% kg avec les valeurs numériques de ’énoncé, la quasi totalité des ions calcium se
retrouve dans ’eau qui s’égoutte. Les stalagmites ont donc une hauteur du méme ordre de grandeur que
les stalactites (un peu moins car la goutte qui arrive éclate en microgouttes et une faible partie s’écarte
de la pointe).

Remarque Si on corrige la valeur de I’énoncé, on aurait comme masse des ions calcium 0,34 kg ce qui
ne modifie pas le résultat précédent.

I1.A.4) Si on désigne par ¢(z,t) la concentration de CO;y dans la tranche d’épaisseur dz et de surface dS
(soit de volume dS.dz), I'équation de la diffusion s’écrit :

Oc 9% 52N, dc ng—n ng—n 9%n

_— = — —_— C = _— =

ot 072 dS.dz ot Te Te 072

On retrouve bien I’équation demandée avec |§ ~ 0,32 cm |.

I1.A.5) La solution générale de cette équation est la somme de la solution générale de I'équation sans second
membre et d’une solution particuliere de I’équation avec second membre( on peut prendre n = cste = ng).
L’équation sans second membre est classique et on obtient :

’n = Aexp(z/0) + Bexp(—z/d) + ng ‘

II.LA.6) En z = 0 le volume est nul, il n’y a donc pas production de C' O, soit On/Jz = 0. En exprimant
cette condition il vient :

Z—Z = ?exp(z/é) - ?exp(—z/é) z2=0 A-B=0 B=A ’n =ng + A(exp(z/0) + exp(—z/9)) ‘
TLA.7)
n(z=h ) =xn(z=hy) = xneo (s = h_) =g + Alexp(h/6) + exp(—h/8)) = xnec
_ XMoo — 10 _ 2Xnoo — o
exp(h/d) + exp(—h/d) cosh(h/d)
XNoo — N

n(z) =no+ Wh/(;)) cosh(z/9)

La notation cosh(z) représente le cosinus hyperbolique de z soit :[exp(z) + exp(—2)]/2.

II.A.8) La condition de I’énoncé est bien vérifiee puisque h ~ 10 pm et § ~ 0,32 e¢m. Le nombre de
molécules de C,CO3 déposées sur la stalactite est égal au nombre de molécules de COs produites dans la
tranche de surface dS et d’épaisseur h, en intégrant il vient :

h 92N, " XNeo — ng XMoo — N0 Yoo — 0
/0 det dz /0' Te COSh(h/é) cos (Z/(S)dz Te Cosh(h/d) [5 sin (2/5)]0 5 . tan (h/é)

En développant la tangente hyperbolique au premier ordre en h/d : tanh(h/d) ~ h/§ il reste :

02N XMoo — N XMoo — 10
= h oc=-"—
dS.dt Te Te




II.A.9) Pour un pH = 9 la valeur de o est positive et le COy s’échappe vers l'extérieur. Mais si le pH
devient supérieur (en gros) & 9,3 o devient négatif et le CO2 de I'air de la grotte entre dans 'eau et va
dissoudre le calcaire précédemment formé. Cela est du au fait que la réaction est réversible.

I1.B- Croissance et forme de la stalactite
I1.B.1) Soit 6N le nombre de molécules déposées pendant le temps dt sur la surface dS. Le volume de ces

molécules est :v,,.02N/N,. L’épaisseur élémentaire déposée vaut 62N /dS et la vitesse de dépot :

82N v chv ov Tumle)?
- m _ m o _ TTm A3 p i ) 1/3 _ OUmlc
LS SdN, T N, N, e (fsind) TN

I1.B.2) L’angle entre la vitesse perpendiculaire a la stalactite et la vitesse de déplacement vers le bas vaut
0.

/

I1.B.3) L’énoncé suppose V,, constant. En exprimant les relations entre les grandeurs il vient :

=~yR Y3 =V cos = —V,.— — = .
Vi=9R » COS P 17 i

En séparant les variables on obtient :

vZ 3y
I8 20 = Ry - R

1/3 __ § 4/31R _ _
R/°.dR V.dZ [4R ]Ro [ av,

p

Le résultat trouve ci-dessus n’est valable que dans ’hypothése 6 ~ /2, donc seulement au début de la
stalactite. On n’a pas le droit d’aller jusqu’a la pointe :

0 Ry R




Partie III-Formation d’un germe de stalactite sur une main courante en
bois
ITI.A-Bilans de masse
TILA.1)

a) La surface, en projection horizontale, qui regoit la pluie a pour valeur dS = aL cosada . On en tire
dD,, = ¥,,dS = LaV¥,, cos ada. On a enfin :

dDp,
da
b) En a = 0 l'eau arrive perpendiculairement & la surface de la main courante, sa vitesse tangentielle est

nulle donc .
¢) dD,, = LaV¥,, cos ada. En intégrant on obtient :

= LaV¥,, cos«

«
Dy, — 0= LaV,, / cosada = LaVy,[sinaly | Dy = La¥y, sina
0
Le graphe de D,, ci-dessous comprend aussi la réponse a la question suivante :

D,

/2 7r o

II1.A.2) Le dessous de la main courante ne recoit plus d’eau. L’énoncé précise que 'eau s’écoule le long de
la main courante et ne la quitte pas. Donc pour 7/2 < a < 7w on a D,,, = D,,(7/2) = La¥,,. Le graphe
est sur la meéme figure qu’a la question précédente.

II1.A.3) Sur la moitié de la main courante, la surface perpendiculaire & la pluie est L.a. Le débit total de
la pluie est donc LaV¥,, qui s’écoule jusqu'a a = 7
I1I.A-Bilans d’énergie

ITII.B.1) Si on néglige tout transfert thermique de l'eau vers l'extérieur, elle conserve sa température

initiale, soit celle de la pluie : |T'(«r) = T, | La main courante en bois peut étre considérée comme un

isolant thermique, donc pas d’échanges de chaleur avec 'eau qui ruisselle.

IIIB2)0< a<m/2

a) A l'instant ¢ la masse dm d’eau entrant sur la main courante dans le systéme indiqué est dm = D,,.dt.
La masse d’eau provenant de la pluie est dm’ = La¥,, cos adadt. L’enthalpie totale du systéme fermé est
constituée de 'enthalpie H constante du systéme ouvert et des apports extérieurs de ’eau qui arrive sur
la main courante soit par ruissellement, soit par captation de la pluie, de sorte que :

H*(t) = H + cDp(a)T(a)dt + cLa¥,, cos oTydadt

b) A linstant ¢ + dt le systéme S* est constitué de S et de I'eau qui est sortie de la main courante dont
la masse vaut D,,(« + da))dt. L’enthalpie totale du systéme vaut donc :

|H(t +dt) = H + cDy(a + do)T(a + do)dt |

c) La variation d’enthalpie entre ¢ et ¢t + dt est égale a la quantité de chaleur échangée par le systéme avec
le milieu extérieur dH* = §2Q.

dD, dT
H*(t +dt) — H*(t) = ¢[Dm(a) + Wda] [T(a) + ﬁda]dt — cLa¥,, cos aTydadt
cdi(TDm)dadt - cLa\Ifngd(S;na)dadt — h(T, — T)Ladadt  avec Dy, = LaW¥,,sina
(6 (0%

cLa\Ilmdi((T —Ty)sina) = h*(T, — T') Ladoudt
a



On simplifie et on pose | f = h°/c¥,, | et on obtient I’équation demandée.

d) Nous admettrons sommairement que en « = 0 d7T/da = 0 . En dérivant I’équation précédente on
obtient :

dr
@sina—i— (T'—Tg)cosa= (T, —T)

En a = 0 sina = 0, la condition d7'/da = 0 est inutile 0 % 0. En revanche cosa = 1 ce qui donne tous
calculs faits :

La figure 8 donne diverses courbes T'(«v) fonction de a avec diverses valeurs du parameétre 3. On constate
que pour o = 0 toutes ces courbes passent par la température Ty = 274 K qui est celle de la pluie qui
tombe. Pour obtenir ce résultat avec la formule précédente il faudrait S = 0 ce qui ne correspond pas au
réseau de courbes, qui ne donne d’ailleurs pas les valeurs de 5. Il y a manifestement une ambiguité entre
le modeéle choisi et le réseau de courbes. En plus en o = 0 la pente de la tangente & la courbe est plus
proche de l'infini que de 0 comme indiqué dans I’énoncé.

II1.B.3)

a) L’équation donnée par I’énoncé peut s’écrire :

MWL) 1) =0 soit T T, = Aexp(—f)
T(r/2) = To-t Acxpl=pr/2) A= (T2 [T= T, + (T(w/2) ~ To) esp(—Bla — /)]
274
273
/2 \fr
272

b) Pour obtenir de la glace, il faut T'(«) = 273 K. Suivant la valeur de 8 pour 0 < a < 7/2 on ne peut pas
atteindre cette valeur. La décroissance de T'(«v) se continue pour 7/2 < a < 7 . La zone la plus propice a
la formation de glace est donc le dessous de la main courante.

c¢) Si on a une main courante en métal (bon conducteur de la chaleur) , avant la pluie elle est a la tempé-
rature de lair extérieur inférieure & la température de solidification de I'’eau. L’eau sur la main courante
se refroidira plus vite. L’apparition de glace est donc favorisée, mais le modeéle choisi n’est plus valable car
il y a des échanges de chaleur entre l’eau et la main courante.

Partie IV- Croissance d’une stalactite de glace

IV.A-Modéle conducto-convectif
IV.A.1) La température étant constante, la variation d’enthalpie du systéme est due uniquement a la

solidification de I’eau qui fournit de la chaleur au milieu extérieur. Le volume de glace formé vaut 7[R? (¢ +
dt) — R*(t)]dZ d’'ou|dH = —27plpR.dR.dZ

IV.A.2) La surface latérale du systéme vaut 27rRdZ, d’ou |6Q = h*(Ty, — T¢)2nRdZdt | Comme T, < T}




cette quantité est négative.

IV.A.3) On écrit I’égalité entre dH et 6Q) :

dR  he(Ty — T)

—2nplpR.ARAZ = h*(T, — Ty)2r RdZdt —
dt ulp

IV.A.4) Sur la photo de droite, ot 'on a une belle stalactite, la longueur L est de l'ordre de 40 mm et le
rayon de base est de 'ordre de 1 mm. Le rapport L/R et donc de l'ordre de 40. Si dL/dt et dR/dt avaient
la méme valeur, les vitesses de croissance seraient les mémes et le rayon serait égal a la longueur, ce qui
n’est pas le cas. La croissance axiale est plus rapide que la croissance latérale, ce qui confirme le résultat
de la Partie III ot v < vp.

IV.B-Effet de pointe

IV.B.1) L’équation de la chaleur pour la température peut s’écrire :

e
ot puc

en supposant qu’il n’y a pas de sources de chaleur dans le milieu conducteur autre que la condition
aux limites. En régime permanent le température est indépendante du temps et I’équation devient en

coordonnées sphériques :
20T 9T
AT =——+ —
ror  Or?
car le probléme a la symétrie sphérique. En fait les dérivées partielles deviennent des dérivées de la seule
variable r. Il vient alors :

2t P,
rdr  dr?

Le potentiel créé par une charge ponctuelle ¢ a la distance r en symétrie sphérique vaut V' = ¢q/4megr+C'ste.
(’est une simple fonction en 1/r dont la dérivée premiére est —1/72 et la dérivée seconde 2/73. On constate
que cette fonction satisfait a 1’équation différentielle de la chaleur. Donc T'(r) = a + 3/r est solution de
I’équation différentielle du probléme.

IV.B.2)
T — 00 T(0)=T, =« r=a Ty =T, + 3/a B =ally — Tg]
T(r)=To+a(Ty = T,)/r
IV.B.3) La densité de courant thermique vaut j;gh = —AgradT .Le flux du courant thermique est le flux ®

demandé. ® = dra?jy, = dra’.a(T, — Tf)N/a* = dwXa(T, — Tf). on en tire la valeur de |G = 4mhal.

IV.B.4) La quantité de chaleur recue algébriquement ( en fait cédée a l’air) sert a fabriquer de la glace.

Le volume de glace formée en supposant que le rayon de la sphére varie de da est 4ma®.da. La quantité
de chaleur échangée est —ulp.4ra?.da = 2r)a(T, — T ¥)dt On peut considérer que ’allongement de la
stalactite pendant dt est dL = 2.da soit :

dL _ ATy~ 1,
dt  a plp

Le rapport de cette vitesse d’allongement a celle calculée en IV.A vaut : A/a.h®. En prenant la valeur
du rayon de la goutte donnée plus loin de 5 mm on trouve un rapport de 0,2, ce qui ne résoud pas le
probléme. Méme avec un rayon de 1 mm on trouve la méme vitesse d’allongement.

IV.B.5) Le champ électrique est 'opposé du gradient de la fonction potentiel. L’analogue thermique du




champ électrique est le gradient de température.

IV.B.6) Pendant le temps dt 'anneau s’allonge de dL. Son volume est 2maedL. La quantité de chaleur
fournie a l'air vaut plp2maedl = 2na(Ty — T,)dt . Ce qui donne |dL/dt = X\(Ty —T,)/eulF | Le facteur

d’amplification par rapport au calcul du I.V.A vaut maintenant . Avec les valeurs numeériques de
I’énoncé on trouve un rapport de 12,5, ce qui n’est encore pas assez pour expliquer le résultat de la photo.

Partie V- Ondulations sur la surface des stalactites

V.A-Interprétation de I’instabilité
V.A.1) Nous sommes en régime permanent, le flux thermique est constant. La seule variable est la distance

a 'axe du cylindre r. Exprimons le flux du vecteur densité de courant thermique j;ha travers la surface
du cylindre de rayon r et de hauteur L et écrivons que jy, = —AdT'/dr :

¢ _ ,dar drf 2 1
o2mrL dr dr  2xA\Lr

O = 27r Ly, Jth = T(r) = In(r) + Cste

C2mAL

En écrivant la derniére relation pour les valeurs T (r1) et To(r2) il vient :

d
27 AL

B 2w AL

 Inl2
1

In( 12 ) soit G

Tl—T2: 7
1

V.A.2) Calculons ry et 79 pour R_ en tenant compte que h est beaucoup plus petit que R_ :

rm=R_ rm=R_+h=R_+UBRY 221485 wm2apBpts
71 1

Pour R_ et Ry on a comme longueur une demie longueur d’onde spatiale soir A/2, on obtient donc :

TAN TAN

G- = lf/S.R:4/3 Gy = 13/3-314/3

<
>
&

dR/dt G R _R_.R_'*
dR_/dt G_-Ry R;4/3.R+

&]1/3 dR, /dt

|
R dR_jdi =

[
La vitesse de formation de I'ondulation haute est supérieure a celle de I'ondulation basse, l'irrégularité de
la surface peut s’accentuer.

V.A.4) Pour R_ la surface S = mR_A/2. L’énergie potentielle de cette surface est TAR_A/2. Il en est
de méme pour R4. Pour augmenter R, il faut fournir une énergie supérieure a celle pour augmenter R_.
Cela modére leffet d’origine thermique qui doit fournir plus de chaleur pour augmenter R4 que pour R_.

E, étant proportionnel a A cette modération est plus efficace pour les grandes valeurs de A.

V.B-Période spatiale des ondulations
V.B.1) 0T /0t est la dérivée partielle de la température par rapport au temps, en régime permanent cette

—_—
dérivée est nulle. ¥.gradT est lié & la variation de température liée au déplacement de I'eau.

V.B.2) En prenant de petites variations le Laplacien de T peut s’écrire (T, — Tr)/h3. Comme la vitesse
est portée par OZ la composante du gradient est celle portée par OZ soit (T, — T)/A. En reportant ces

valeurs dans la relation donnée il vient : | A = um.hg /Dy,

V.B.3) Application numérique :




