e» Correction du baccalauréat S Asie 18 juin 2008 &

EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

A -Vrai ou faux ?
1. Faux : contre-exemple : il suffit de prendre &2, et %3 perpendiculaires a &,.
2. Faux: contre-exemple : on reprend I'exemple précédent.
3. Vrai: si deux plans sont paralléles, tout plan sécant a I'un est sécant a I'autre.
4

. Faux : 22, et 2, sont paralleles : si la droite & est incluse dans 27 elle n’est pas sé-
cante avec &,.

B - Intersection de trois plans donnés

1. Levecteur n1(1; 1; —1) estnormal a 2%;, n»(2; 1; 1) est normal a &, et ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires : les deux plans sont donc sécants.
1l faut résoudre :

x = -3z+3+z
xty-z =0 aty-z B — = 3z-3
2x+y+z-3 = 0 ~y+3z-3 = 0 Yoz

z = z
x = =2t+3
{4y = 3t-3
z = 1

qui est une représentation paramétrique de la droite A commune aux plans &, et
P

2. Un point de A appartient a 273 si et seulement si :
—2t+3+23t-3)-4(0)+3=0 < -2r+6t—-4t+3-6+3=0

qui est vrai quel que soit 7 € R.
Ceci signifie que tout point de A appartient a 2.
Conclusion: 22, Nn?, NP3 = A

EXERCICE 2 5 points
Réservé aux candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1. Mise en évidence d’'une relation de récurrence
2 3 2
a. Onap(E)= = PEi (E2) = = et pg (B2) = =
D’apres la formule des probabilités totales appliquée a E; et 2 E;

p(Ez)zp(EmEg)+p(EmE_z)=p(E1)XpEl(Ez)+P(E_1)XPE(Ez)=
2 3 ( 2) 2 6 6 12
—Xx—4+|1-—- x—:—+—=—=0,48.
5 5 5 5 25 25 25

b. Arbre pondéré :
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D’apres la loi des probabilités totales on a p (E;+1) = s (1 -p (En)) + gp (Ep) =
2 N 1 E))
5 5P

2. Etude d’une suite
a. Démonstration par récurrence :
2 1
— Initialisation : u; = s < 2 svrai;
o 1 1 1
— Hérédité : supposons que u, < 3 ; alors = Up < T —

5 1
—Upt+—<—+— < U < —. Soit finalement u < -.
575710 5 1=70 sy

On a démontré par récurrence que pour tout n > 1, u, <

E.
b. Pour tout naturel n >0,
+2 2 4 4(1 )
Upsl —Up=—Up+——Up=———Up=—|——
n+1 n 5 n 5 n 5 5 n 5|2 n

1
D’apres la question précédente u;, < > donc u;,41 —uy =0.
La suite (u;) est croissante

c. La suite est croissante et majorée par 1 : elle converge vers une limite ¢ telle
que ¢ < 1.

1 2
¢ vérifie la relation de récurrence : ¢ = gé + = = =042 = 4/ =2

0==.
2

1
3. a. Onade facon évidente u, = p (E,) et par conséquent nlirP p(Ep) = 7
—+00

b. Considérons la suite des différences de p (E,;) avec sa limite 0,5, soit
Vn=p(En)—0,5.
Ona v+ = p(Ep+1) —0,5.

1 2
La relation de récurrence devient : v,4+1 +0,5 = 5 (v, +0,5) + = —

1
Un+1 = gl’n-
1 l n—-1
La suite (v,) est donc une suite géométrique de raison = et v, = (E) X U]
: B 2 _ 11
soit p(En) —0,5 = ﬁ g —0,5 — p(En) —0,5— ﬁﬁ
1
Onadonc 049999 < p(Ey) <= 5——; <107° < 5">50000 <
X
Hel - a 4In10 41n10
5 >10* < (n—-1)In5>4In10 < n-1> — n>1+ ~
In5 In5
6,7.
Il faut donc prendre n =7.
EXERCICE 2 5 points
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Réservé aux candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité
A - Représentation graphique de quelques ensembles

1. x=2 (modulo3)ety=1 (modulo 3), sur le graphique 1 de la feuille annexe
2. x+y=1 (modulo 3), sur le graphique 2 de la feuille annexe;

3. x=y (modulo 3), sur le graphique 3 de la feuille annexe.

B - Résolution d’'une équation

On considére I'équation (E) : 7x—4y =1, ol les inconnues x et y sont des entiers relatifs.
1. Le couple (—1; —2) est un couple solution.
2. Onadonc:
{ 7x(=1)—4x%x(-2)
7x—4y =
7(x+1)=4(y+2) Q).
D’apres le théoreme de Gauss, 7 divise 4(y+2) mais est premier avec 4 : il divise donc
y+2;ilexistedonc ke Ztelque y+2=7k < y=7k-2.
Enreportantdans (1), 7(x+1) =4 x 7k < x+1=4k < x=4k-1.
Les couples solutions sont de la forme (4k—1; 7k—-2), ke Z.

= (par différence) 7(x+1) —4(y+2) =0 <

Inversement on vérifie qu'un couple (4k —1; 7k —2) vérifie I'équation proposée car
7(4k—-1)-4(7k—-2) =28k—-7-28k+8 =1.
) o 0< 4k-1< 4 1< 4k< 5
3. (x; y) appartient a Ry7 < {og Tk—2< 7 2< Tk< 9
k=1
Il'y a donc une seule solution : le couple (3; 5).

C - Une propriété des points situés sur la diagonale du réseau.

1. M(x; y) € [0A] <> il existe ke R,OM = kOA,

kel0;1] < x=ka, y=kb, ke[0;1] < 0<x<a;0<y<h x=ka,
y:kbﬁogxga;ogygb,kzgzg — 0<x<a;0<y<hb; ay=>bx.

2. D’apres la question précédente a divise bx mais est premier avec b : il divise donc x
et de méme b divise y. Or onavu que :
0 < x < a ce qui implique que x =0 ou x = a et de méme y = 0 ou y = b. Les points
solutions sont donc O(0; 0) et A(a; b).
3. Considérons le pged d des nombres aet b.Onaa=da' et b=db' avec0< a’' < aet
0<b' <b.
a b
Légalité d = — = o entraine a’'b = ab’. Donc le point de coordonnées (a’ ; b') ap-
a
partient au segment [O A].
Il existe donc au moins un autre point du réseau sur le segment [OA].

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

A - Quelques propriétés

1. z#Oetz’=—£:>|z’|='—i’ = |7|= i :é = |Z|x|z]=1.
z z| |z|
1 1 _
Pour les arguments : z' = -== arg(z) = arg(—%) =arg(—1)—arg(z) = n—(—argz) =

7T +argz = arg(z) + 7.
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2. Ceci résulte de la question précédente; de plus les points sont dans I'ordre M, O et
M.

=1+2z/=1+2'=2'+1.

SR

1 1
3. Pourz#0,ona—(z-1)=1-—=1-
z z

B - Construction de 'image d’un point

1. [z—-1]=1 < AM =1 < M appartient au cercle ¥ de centre A et de rayon 1.

-1 - 1
2. a. z’+1=—(z—1):>‘z’+1‘=’—(z—1) = |Z+1]|=|=|xlz-1] = |/ +1]|=
z z

z
Cette derniére égalité s'interpréte géométriquement par : BM' = OM’ qui si-
gnifie que M’ est équidistant de B et de O, autrement dit M’ appartient a la
médiatrice de [OB].

(carMe€ < |z—1|=1) < |Z/+1|=

L) )
z

, , 1 1 z-1] 1 _
b. |Z+1]| = || &= |-2+1|=|-2| = |=—|=7 <= |z-1]=1 <
z z Z |z
lz—=1|=1.
La réciproque est donc vraie : on a bien OM = 1.
3. Figure
1,,
Ml
: L. =
-2 -1 1
M
-1 +

Construction de I'image d’'un point de €6 :
— M’ est aligné avec O et M : il appartient a la droite (OM) ;
- M'B= MO, donc M’ appartient a la médiatrice de [OB];
— M’ est donc le point commmun a la droite (OM) et a la médiatrice de [OB].

EXERCICE 4 7 points
Commun a tous les candidats

A - Restitution organisée de connaissances
B - Etude d’'une fonction

1. La fonction f est le produit de deux fonctions définies et dérivables sur R : elle est
donc définie et dérivable sur Ret f'(x) = e™* — (x+1)e™™ = —xe™* qui est du signe de
—Xx, puisque e~* > 0 quel que soit x € R.

La fonction est donc croissante sur R~ et décroissante sur R*.
Le maximum est obtenu pour x =0, f(0) =1 x e 0=1.
Limites :
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- f(x)=xe *+e ",
D’apres la R. O. C. par produit et somme de limites : xlir+n f)=o.
—+00

- lim (x+1)=-ocoet lim e *
X——00 X——00

—00.
On a donc le tableau de variations suivant :

= 400, donc par produit de limites : XEIII f) =

X —00 0 +00
f + -
f(x)
—00 0

2. Tracer la courbe (¥). On fera apparaitre les résultats obtenus précédemment. Voir
ci-dessous
C - Etude d’une famille de fonctions
1. a. Ona fy(x) = x+1: c’est une fonction affine

b. Les points communs a 6, et 67 ont des coordonnées qui vérifient :

{ i - z“x++11)ex Sx+l=(x+De’ e (x+1) (e -1)=0 <>
x+1 =0 — x = -1 — x = -1
ef-1 =0 e =1 x =0

On a donc deux points commune : le point (0; 1) et le point (-1 ; 0).

On remarque que quel que soit k, fx(—1) =0, doncle point (-1 ; 0) appartient
a toutes les courbes 6.

De méme, quel que soit k, fi.(0) = 1, donc le point (0; 1) appartient a toutes les
courbes 6.

2. Tableau de signes :

X —00 -1 0 +00
Signede x+1 - (L + +
Signe dee* —1 - - +
Signe de (x+1) (e*—1) + T - (r +

Onadonc:
Fea1(X) = fe(x) = (x+ De®* ¥ — (x + 1)ek* = (x + 1)e** (e — 1) qui est du signe du
produit ci-dessus car e¥* > 0 quel que soit x € R. On en déduit que :

— pour x < —1 et pour x >0, 6+ est au dessus de G

— pour —1 < x <0, 6+ est au dessous de €

— les deux courbes se coupenten x = —1 eten x = 0.
fx produit de fonction dérivable est dérivable et f,é(x) = e+ k(x+1)e* = ek (kx+
k+1).
Comme e* > 0 quel que soit x et quel que soit k, le signe de f,é(x) est celui de kx +
k+1.

k+1 k+1
- Sik>0alorskx+k+1=0 < x:—T,doncf,é(x)>0six>—T,d0ncla

. . . ) . k+1 .
fonction est croissante sur cetintervalle et f;/ (x) <0six < — < donclafonction

est décroissante sur cet intervalle.
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k+1
- Sik<0,alorskx+k+1=0 < x:—T.
k+1
X)) >0 = kx+k+1>0 < k+1>-kx < x<—T.Lafonctionfk est
. k+1 L. k+1
donc croissante sur | —oo; —T et décroissante sur —T ; +00].

. En utilisant la question précédente, on peut dire que & et & correspondent a des

valeurs de k négatives.
Plus précisement la courbe & croit sur | —oo; 0[ ce qui correspond a la valeur k = —1.

Donc & représente la fonction f_; et par conséquent & représente la fonction f_3.

Pour les valeurs de k positives on utilise les résultats de la question 2. : pour x > 0,
on constate que que £ est au dessus de /#; donc ./ représente fi et £ représente

fo.

Asie
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D - Calcul d’'une aire plane
A
1. af(l):f (t+1)e”"dr. Soit
0
u(®) = t+1 Jot W = 1
vV = et NVouy = —e!

Toutes ces fonctions sont dérivables donc continues sur [0 ; A], on peut donc inté-
grer par parties :

-1 A -t -t _ —t]4 -
A (A)=[-(t+1De ]0+f0 e fdr=[-(t+De " —e|;=[-(t+2)e”"]; =

—A+2e M 42=2-(A+2)e "
2. Comme lim e_’lzo, lim /le_;Lzo, lim </ (1) =2.

A—+00 A—+00 A—+00
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Annexe 1 - exercice 3 (spécialité mathématique) - A rendre avec la copie
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