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t83 Banque filière PT +% 

Epreuve de Mathématiques II-B 

Durée 4 h 

L’usage des machines à calculer est interdit. 

Toutes les réponses seront justifiées. 
La notation tiendra compte du soin apporté à la rédaction 

Dans tout le problème, p, Q et f désignent trois fonctions définies et continues sur [0, 1] 
telles que p est de classe C’ (continûment dérivable) sur [0, l] et vérifiant : 

Vx E [O,l], p(x) > 0 et q(x) 2 0. 

1. Préliminaires. 

1. Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire noté ( , ) et dont la 
norme euclidienne associée est notée ]] ]]. Prouver que : 

%Y> E E2, 2 (4 = II x + Y Il2 - II x Il2 - II Y Il2 . 

2. a. Démontrer l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 

%Y> E E2Y I(x7 391 L II x II II Y II * 
(On pourra s’intéresser à la fonction X t-,]] Xx + y Il2 de la variable réelle A.) 

b. ~en;yw I(w>I = Il 2 II II Y II si et seulement si {x, y} est une famille 
1 

c. En déduire que si f et g sont deux fonctions réelles continues sur [0, a] (où a 
est un réel strictement positif), 

3. Soit E un espace vectoriel réel, N une application de E dans iR à valeurs positives 
ou nulles et vérifiant Vx E E, N(x) = N(-x). 

On pose cp(x, y) = f (N2(x + y) - N2(x) - N”(y)) et on suppose que ‘p est un 
produit scalaire. 
Après avoir vérifié que N(OE) est nul ( où OE désigne l’élément nul de E), prouver 
que N est la norme euclidienne associée à 9. 
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II. Equivalence de normes. 

1. .Justificr l’cxistencx~ de trois rPels Ijositifs ~~oql~l ct (11 tels que : 

t’. llontrer que ((1. 7s) H h( (1. 7,) est un produit scalaire sur H. 

3. a. Prou\~. ~II utilisant la question 1( 2)~. l’oiistcncc d’un rkl 7 positif t,cl qufx : 

1,. Prouver de rrih~t\ l’existence d’un rhel 6 strictement positif tel que : 

4. a. Prouver h l’aide de la questiorl I(2)c que pour toute forhon 1’ ck H et. pour 
tout réel .r de [O. 11. 

*l 
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h. En déduire que : 

.5. Soient II~ et 112 des fonctions de H vérifiant ‘dl3 E H. b(?ll: u) = L(v) = b(1l.L. r). 
Prouver que u 1 = ~1~. 

6. Soit G l’espace vectoriel réel formé des fonctions réelles continues, C’ par morwaux 
s’annulant en 0 et 1. c’est à dire : 

G = {II E C”([O.l].R). u(O) = ~(1) = 0 , LI est c” par morceaux sur [0, 13). 

a. Apres avoir rappel4 la dbfinition d’une fonction c’l par morceaux sur [O. 11. 
montrer que (II. 1’) pt b(u. 2,) peilvent 6tre tléfinics lorsqiic II et 1’ sont ~lhcnts 
de G. 



III. Equation de Sturm-Liouville. 

Ou s’ixithwc ails solIitioris (1~ c.lussc L? si1r [II, 11 tif> : 

vi E [l. d]. -g- 6(p;. qj )cLj = L(,;) . (4) 
j=l 



IV. Approximations de la solution U. 
1 

Soit n 1111 entier naturc non nul : on pose h = -A-- 
Il + 1 

et pour tout entier naturel 

i . .r; = ih. De p111s. pour i conlpris entre 1 et 11. on dkignc par .p; la fonction 
dbfiiiir mr : 

1,. Eu d&lllirr A l’aide d’une inbgalit4 tlorm& par la cluestion I(2)c que : 

4. Montrer alors que : 

Quelle interprétation vous suggère cette inégalité? 
Rappel :I/ (( est 1 a norme euclidienne associbe au produit scalaire ( . ). 

V. Appendice. 

Ce prohlhle provicut de la InodGlisation des vibrations de cordes fixées aux deux 
extrhitb. La recherche d’une solutiori sous forme de &rie conduit à la rbsolution d’un 
probllme de Sturm-Liouville oU Il est le clbplaccxncnt vertical en ii11 point d’abscisse 
.l’. p et y sont des cara<.t~ristiqnt~s dc la corde et f est lik aux forces applicpk à la 
corde. 
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