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NB : Le candidat attachera la plus _cmxJe importance II 1s clarté. à la précision et à la concision de la 
rédaction. 
Si un candidat est amen6 h repérer ce qui peut lui hemhIer être une erreur d’t!noncé, il le signalera sur sa 
copie et de\(ra poursui\w sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a étf an~né à prendre. 

Autour des produits infinis 

Si II,, est un entier naturel et si (il!, ),12,i,, est une suite de réels non nuls, on lui associe la suite 

(P,, ),,> ,,,, définie pour tout entier naturel II 2 II,~ par : 6 = ni,, = I!!,,, . lli ,,,_, . . . . . ld,, 
,““, 

On dit que le produit infini ni{), . de terme général I[~! , converge si la suite (P,, ),,>,,,, converge vers 
li>U, 

+Ur 
un nombre fini non nul. On notera alors nlt, sa limite. 

,,=,/, 

Si la suite (P,, ),,>,,,, n’admet pas de limite finie ou si elle converge vers 0 on dit que le produit 

rI zt,, diverge. 
,i>li,, 

1. Généralités et exemples 

1. En considérant le quotient 
P 
)i+l. montrer que. pour que le produit infini ni,, converge, il est 
4, Il >o 

nécessaire que la suite (ioz ),,20 converge vers 1. 

Tournez la page S.V.P. 
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2. Soit (II,, ),,1,, une suite de reels non nuls qui conv’erge vers 1. 

a. Montrer qu’il existe un entier naturel II,, tel que pour tout entier II > II,, , lt,, > 0. 

b. Montrer que les produits infinis ~II!~ et IJ~J~, sont de même nature. 
/ ‘0 , ./ 

3. On suppose dans cette question que (iii; ),,‘,, est LIIIC suite de réels strictenicnt positifs. 

a. Montrer que le produit infini JJl,;. con\~rge si et seulement si la skie c In ri11 converge. 
,ilf) ,1 ‘0 

h. Montrer que le produit infini n (1 + [I) ) converge si et seulement si la série CII,, converge. 
iil0 ,i >o 

c. Si, de plus, pour tout entier naturel II on a 0 < lo, < 1 . montrer que le produit infini 

I-I (1 - l/,, ) conv’erge si et seulement si la serie CI(,, conv’erge 
,OO 1,111 

4. Déterminer la nature des produits infinis suivants : 

b. JJ(l-& ) pour .Y réel. .Y E j- n. n[. 
II<I 11 -Jr 

5. Appliccttiorz : Un peu d’histoire.. . 
1 

a. Retrouver, en utilisant un produit infini, que la série harmonique c- diverge 
II>I II 

+z.> 

b. Si p est entier naturel p > 2, que vaut x-!+ ? 
A=0 1’ 

c. On note (y,, Ii,>, la suite des nombres premiers rangés dans l’ordre croissant : 

p, = 2. p7 = 3, pi = 5, p4 = 7, pi = 1 l... 

Voici un extrait d’un texte écrit par Leonhard Euler (mathématicien suisse) en 173’7 
(G Introduction à l’analyse infinitésimale ») : 

« . . .Dorzc la skr-ic est toltjours composite tl’lm nor~hr-e iufïui de terr?ze.s, yrtelqrte soit le 

ilomhre des jkteirrs infinis 011 ~finis. 



On 
1 

uura eamite =1+‘+‘+~+‘+~+~+~+~+‘+etc. 011 Ile 
2 3 4 6 8 9 12 16 18 

retrouve ici que les ~lombres ,fonnés pur lu combimison des tzornbres 2 et 3, ou qui H ‘ont 

d’uutres diviseurs que 2 et 3. Donc, si uu lieu de a, B, y, 6, etc., on écrit 1 ‘unité divisée pur 

tous les nombres premiers, et qu’on suppose P = 
1 

(1 - $1 - $1 - $1 - $I(l- $etc. 
> 011 

P 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

uwu = + 3 + - + - + - + - + - + - + - +etc., série qui conzprelld tous les nombres, tant 
ti 3 4 5 6 7 8 9 

les iiom1~re.s premiers que celis qui eii soiif ,formC.s pur lu niultiplicutio~i. Or, comme tom les 
nonibres sont ou des nombres premiers OU des nombres con~posés de ceux-ci pur lu 
niultiplicutioti, il est r’videat qu’ail doit trouver ici tous les nombres et1tier.s durzs les 

dénonzinuteurs.. . » 

Utiliser librement ce texte pour montrer que la série c’ diverge 
r1>l P,, 

II. Développement eulérien du sinus et formule de Wallis 

Pour a réel et non entier, on définit l’application ,f,, : PS + Il3 de période 271 par : 

‘JtE [-7cJ]. .f,(t) =cos(a t). 

COS t 
Pour t réel tel que sin t # 0, on pose cotant = ~ 

sint 

6. Développer f, en série de Fourier et en déduire que cotan (CXTT) = & + 2 y” 
II=I T-C(U- - FZ’) 

7. Soit xE]O,7c[, on définit la fonction g sur [O, x] par : 

g(t) =cotan t - f si t E ] 0, x] et g(0) = 0. 

a. Montrer que la fonction g est continue sur [O, x] et calculer 
I 

.I 
s(t) dt. 

0 

b. Montrer que pour tout t E [o, x], g(t) = 2 t z t? P:,2,‘ 

c. Montrer que fi (1- L) = E 
ri=1 n17c2 

et en déduire le développement eulérien de sin x : 
X 

pourtout XE j-z,z[ : sinx=xn(l-X1). 
ri=1 Il 3T2 
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8. 
1 

Applic,rtfiorl : D6terminer n (1 - - (Formule de Wallis). 
, z/ 41‘ ’ 

III. Formule de \!.eierstrass et constante d’hier 

h. En déduire que. pouï tout .Y E ] 0. + -[ : r( .Y) = lim 

11. On pose pour 12 entier naturel et pour .Y E ] 0. + -[ : Ii, (.Y) = ji: Cl- 1[ )“. II ‘A drr. 

a. Déterminer. pour II 2 1 , une relation entre 1, (.i-) et I,..-, (.Y+ 1). 

b. En déduire. pour II entier naturel et pour .Y E ] 0. + -[. Ii, (.Y). 

c. Démontrer la formule de Gauss : 

POU~ tout .Y E ] 0. + -[ : r(s) = lim 
Il! Il ' 

l,i-w /’ 
I-I (.\Y+ Ii) 

1 
-0 

a. Montrer que, pour tout .Y E ] 0. l[ : = .Y 1-G 
r( s)r( 1 - .k-) 4 1 j:71 Il‘ 

b. Déterminer alors. pour tout .VE ] 0, l[ , une expression simple de T(.\-)T( 1 - -Y) 

(Formule des compléments). 



Fin de l’énoncé. 


