Les calculatrices sont autorisées.
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N.B. Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, ala précision et & la concision de la rédaction.
S un candidat est amené arepérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
pour suivre sa composition en expliquant lesraisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.
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Notation et Objectifs :

On note:
+ N I'ensemble des nombres entiers naturels,
+ R I ensemble des nombres rédls,
+ C I’ ensemble des nombres complexes,
«+c® : le R —espacevectoried desfonctions continuesde R dans R,
«ct le sous-espace vectoridd de c® des fonctions f  1-périodique (Cest-a-dire

tellesque f (x+1)=f(x), pourtout xI R).

Dans tout ce probléme, on désignepar q l'applicationde ¢ dans c?, définie par :
X+l

pourtout fT c® q(f)=F ol F estlafonctionde R dans R qui & X, associe 0 f(t)dt .

On admet que q est un endomorphismede c®.

L'objet de ce probleme et I'&ude de quelques propriétés de lafonction F et de I'endomorphisme g .

Tournez lapage S\V.P.



.1/

1.3/

PARTIE |
Quelques propriétésde F =q( f)

Exemples.
1.1.Y Explicter F(x),s f et définesur R par f(t)=1.
1.1.2/ Explidter F(x),s f exdéfiniesur R par f(t)=t" (o0 k estfixédans N”).

Variationde F=q(f).
On désigne maintenant par f unefonction arbitraire de c°.

1.2.1/ Montrer que lafonction F est declasse c* s R. Explicter F®x) enfonction
de f etde x.

.22/ Montrer que 9 la fonction f est croissante (respectivement décroissante) sur un
intervalle JX0=[XO,+¥[, dors la foncion F  est croissante (respectivement

décroissante) sur J X"

1.2.3/ Montrer que la fonction F=q(f) est constante sr R s e seulement §  f
appatienta c9.
.24/ Expliciter F(x),s f et définiesur R par f (t)=|sin(pt)|.

On suppose de nouveau quef désigne une fonction arbitrairede c°.

1.2.5/  On suppose que lafonction f admet unelimitefine L, en +¥.
Montrer que la fonction F admet une limite L, (que l'on explicitera) en +¥ ; on
pourraéudier d'abord lecasou L, =0.

Propriétésdu graphede F .
Soient f1 c® et F=q(f).
14 urt
On considérelafonction y  définiesur R par y (u) = F &u- ~==Q, ¢ f(t)t.
8 29 5
1.3.1/ Comparer y (-u) et 'y (u), silafonction f estimpaire (respectivement  paire).

1.3.2/ Quelle propriété géomérique de ka représentation graphique de la fonction F peut-on
déduire des résultats obtenus en 1.3.1, s la fonction f  est impaire (repectivement
paire) ?



|.4/ Etuded'un exemple.

o e'kt2
Soit f(t)=q —— ,pour t reéd.
k=1 k +1

1.4.1/ Montrer quelafonction f est définieet continuesur R .

1.4.2/ Lafonction f est-dledeclasse ¢! sur R ?
1.4.3/ Lafonction f admet-dleunelimiteen +¥ ? S oui, laquelle ?

1.4.4/ Indiquer l'dlure de la représentation graphique de la fonction f  (on ne cherchera
pasapréciser f (0)).

.45/ Lafonction f est-dleintégrablesur R ?

1.4.6/ Soit F=q(f).
1.4.6.1/ Indiquer I'dlure de lareprésentation graphique de lafonction F .

1.4.6.2/ Lafonction F edt-dleintégrablesur R ?
(on pourracomparer F(x) et f(x) pour x appartenanta R,).

PARTIE I

L'endomorphisme ¢

1.1/ L'endomorphisme q est-il surjectif ?

1.2/ Sur lenoyau de ?.

On note désormais Ker? lenoyau de I'endomorphisme q .

11.2.2/ Montrerque f1 Ker?0 [ f1c, e df(t)dtzo ].

122 soit (f,g)1 (&,)°. onnate (f |g>:c‘)01f(t)g(t)dt.
On admettra, sans justification, que (.|.) est un produit scalairesur ¢ 9.
Soit ki N*. Onnote c, lafonction définiesur R par C, (t) =cos(2pkt).



11.2.2.1/ Véifier que c, appatienta c pour tout kT N e cdauler <Cj|Ck>
e [ *)\2
pour (j,k)I (N ) :
11.2.2.2/ Ker? est-il dedimenson finie?

11.2.3/ Soit f1 c?.

X

Soit nT N.Onnote: | r](x):(:) f(t)dt pour xT [nn+1].

LA % \n+1f(t)
Soit nl N .Onpose W, =0 Tdt'
n

- H N * ; . _jo(l) \n+ljn()
11.2.3.1/ Etablir, pourtout nl N , larelation: W, =3+ O, — =t

11.2.3.2/ S on suppose que f appatient & Ker?, qudle est la nature de la ie

aw, ?
n3l

11.2.3.3/ S on suppose que f ngppartient pas & Ker?, quele et la nature de la

s . O
srie g W, ?
n31

1.3/ Sur lespectrede q .

On note Sp(q) I'ensemble des va eurs propres rédles de I'endomorphisme q .
Si a estunnomoreréd fixé onnote h, lafonction définiesur R par h, (t) =€e®.

11.3.1/ Montrer que chague h, est un vecteur propre de I'endomorphisme ¢ .
U

11.3.2/ Etudier les variations de lafondion u — =

pour ul R".

11.3.3/ Expliciter I'ensemble §Sp(q )§C R, -



PARTIE I

Une suite de fonctions propres del'endomorphisme q
Soit | une vaeur propre de I'endomorphisme q .

On note E, le sous-espace propre associé a la valeur propre | qui est fixée dans toute cette
partie.

Onsuppose | >0.

111.1/ Soit kT N".Onnote I, lintevale 2kp,(2k+1)p g.

e 'n e . L. i
g(t):t? f)s;[ 2*'”gae| tE, ou In désgne lafonction
sin

On pose, pour tout t de lintervale I, "
a 2

logarithme népérien.
I11.1.VSoit r lafonction définiesur 1, , par : r (t) =tsin(2t)- t*- sin’t.
Etudier lafonction r sur |, €t préciser sonsgne.

I11.1.2/Montrer que g ddfinit unebijectionde |, surunintervalede R apréciser.

On se propose de montrer I'existence, dans E, , dune suite (non triviae) (fk)kT - de fonctions
propres.

111.2/ Soit g =a+ib,ou (a,b)l Rx]0,+¥[.

X+1

111.2.1/ Soit xI R. Cdculer Q e“at .

111.2.2/ A quelle condition nécessaire et suffisante la fonction h de R dans R définie
par h(t)=€" cos(bt) est-ele un vecteur propre de I'endomorphisme ¢  associé
alavadeur propre | ?

[11.3/ En déduire une suite ( fk) de fonctions propres de I'endomorphisme ( .

K N

Fin del'éwoncé



