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Problème 

Le problème comporte trois parties indépendantes, mais on pourra utiliser dans la troisième 
partie des résultats obtenus dans la première, et admettre l’existence et l’unicité de la 
fonction ‘p étudiée dans la partie 2. 

On désigne par n un entier naturel non nul et par JR&[X] l’espace vectoriel des polynômes 
de degré inferieur ou égal à 71 à coefficients réels. 

Le but du problème est l’étude d’une application linéaire et d’une équation différentielle 
associée à cette application linéaire. 

Tournez la page S.V.P. 



1 Première partie : étude de l’application 

Lt : RL[X] + JR, 1x1 
P kh XP”(X) + (X -4)P’(X) - 3P(X) 

1.1 Propriétés élémentaires de .C, 

a) Montrer que C,, est un endomorphisme de Il& [Xl. 

b) Ecrire la matrice de C, dans la base des IIlciIlî,nleS (X”, 0 6 k < 71,) de IR& [X] 

c:) ,C, est-il diagoIIalis;ible ? 

(1) Chmpinw 1c dcgri: de P E lR&[X] au degrk du polynôme C,,(P) et en dkluire que si 
un polynôme non nul appartient ti Ker C,, alors il rlst de degrit 3. 

f) Montkr que C,, wt I~II autornorphisme de lR,,[X] si et seulcmr~nt, si rl < 2. 

1.2 Un exemple : 7?, = 5 

a) Ecrire la Inatriw dc C5 dans la l-)il.c-e des II~oIiôIries (X”, 0 < k -< 5) (le I&[X]. 

c) Moritrer que les polynômes 1. X, X2, X” -4X3, ,Y” appartiennent à Im L5 ct, qu’ils 
en forment une l,a.se. 

d) Déterminer, successivement, sans résoudre l’équation différentielle correspondante2 
l’cnsemhle des polynômes P E Ri5 [ ,Y] tels qrIe : 

(i) XP”(X) + (X - 4)P’(X) -- 3P(X) = x” 
(ii) XP”(X) + (X - 4)P’(X) - 3P(X) = x4 

e) En déduire selon les valeurs de l’entier p (0 < p < 5) l’existence de polynômes 
P E II& [X] tels que : 

XP”(X) + (X - 4)P’(X) - 3P(X) = xp. 



2 Deuxième partie : étude locale d’une solution particulière de 
l’équation différentielle 

(E) mJ” + (.7: - 4)y’ - 3y = 0 

2.1 Montrer par rCmnm:ncc: que toute solution de (E) sur P+ est do classe C” snr W, . 

3 Troisième partic : Recherche de solutions de (IX) développables 
cn série entière 

Tournez la page S.V.P. 



c) En tlkduire l’ensemble des solutions de (E) développables eu série entière sur R. 


