On désigne par IRle corps desréels et par IN I’ ensemble des entiers naturels.
aet b désignent deux réelstelsquea<h. Onpose W a,b]%l  IR? .

On désigne par C([a,b] ,IR) I’ensemble des fonctions continues définiessur [ a, b] , avaleursréelles.
On désigne par C(W, IR) I’ ensemble des fonctions continues définies sur W, avaleurs réelles.

On admet que tout éément K de C(W, IR) est borné sur W.

Pour toute fonction f, élément de C([a,b], IR) , onnote | f|| = gﬁ(f (t))zdtgy2 :

Premiére partie

s aa 2 "
-1S0itK T C(W, IR) on note ||K|| = @Q(K(x,y)) oy
Montrer que | application de C(W, IR) dans IR" qui & K associe |||K||| est une norme.
i )
A0 = B (K (x, y))° dyg”z

-2 On pose | i g% . Comparer Qb(A(x))zdx , Qb(B(y))zdy et K| -
-T'- B(y) =@(K(X, y))zdxb

I-3Soient KT C(W, IR) et fl C([a,b],IR), on pose g(y)=(SK(x,y) f(X) dx.
Montrer quegT C([a, b] ,IR) et que |g|| £]|K]| | | -

Dans toute la suite du probléme on choisit a=0, b =1 et on suppose que K T C(W, IR) vérifie:
"y>X K(x,y)=0.
Soit f un élément donné de C([0,1], IR) et soit (x,y) un éément fixé de W.



Deuxiéme partie

11-1 On pose K, (x,Yy)=K(x,y) et par récurrence pour n entier naturel strictement positif

1
Koa(XY)=K (%2 K (zy) dz.
Montrer que 'ona: K T C(W, IR)et K_(x,Yy)=0 poury>Xx.

[1-2 Soit n un entier naturel strictement positif, montrer que :
7 d
“ri{1--n}, Ko ($0)=QK, (XD K .o (2Y) dz.

I1-30npose F,(x) = f(X) + QX K(x,t) f (t) dt et par récurrence
F a9 = 1)+ QKD ,(t) ct.

i Yo(x)=f(x)
Onpose |

TYn+l(X) = QXK(X,t)Yn(t) dt , pour n entier naturel

Montrer que F () =8 Y, (%).

j=0

II-4 Montrer que Y ;(X) = 6K ((x,t) f(t) dt , pour tout entier naturel strictement positif j .
11-5 Montrer que (K, (x, ¥))* £ (A(X)*(B(Y))*-

116 0npose | 1106 Y) = Q(A@)" dz iy £ x

et par récurrence pour n3 2
fFR(xy) =0 sy > X

X

F.(%y) = Q(A(Z))an_l(z, y)dz .

Montrer que pour tout n 3 1, F, est unefonction continue sur Wetque F (x,y)=0 s y > X.

[1-7 Montrer que F, (X, y) :%(Fl x, y)".
11-8 Montrer que (K., (x ¥))* £ (A(X)*(B(Y))*F, (x,Y).

Troisiéme partie

[11-1 Soit n un entier naturel strictement positif.

x étant fixédans[ 0, 1], on désigne par V,, lafonction définie par V, (t) =K (x,t)

De méme, y éant fixédans[ 0, 1] ,on désigne par U  lafonction définiepar U (t) =K (t, y).

Montrer que les séries de fonctions de terme général U et V, sont uniformément convergentessur [ 0, 1].
¥

l1-20npose H(x,y) =- Q K,.,(xy) . Montrer que H(xy) vérifie:
n=0

K(xy) +H(%Y) = QK (x 9H(z y) 0z

1-30npose F ,,(x) = f(x)- éH(x,t)f(t) dt . Justifier I'existence de F .
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Montrer que F ;, est un éément de C([0,1], IR) .
I11-4 Montrer que la suite de fonctions F | convergevers F ;.
111-5 Soient L et g deux élémentsde C([0,1], IR) , vérifiant

L (u) = g(u) - 6H(u,t) g(t)dt pourtout  ul [0,]] .
Montrer que cette relation équivaut a L (u)- (< (u,t)L (t)dt = g(u).
0

111-6 Soit F1 C([0,1],IR) qui vérifie pour tout ul [0,1] : F(u) = éK(u,t)F(t)dt.
Montrer que "ul [0,1],F(u)= O

Les parties 1V et V sont indépendantes.

Quatriéme partie Premier exemple d application.

_ 1(x- Y 9 yE£
Dans toute cette partie on pose K(X,y)=i (x y)e. 3 YR
i 0 s y>x

et WS04’

IV-1 Calculer K, (x,y).

IV-2 Endéduire H(Xy).

IV-3 Soitf1 C([0,1], IR) une fonction connue. Trouver F ;T C([0,1], IR) qui vérifie:
F (- QKOG F () (y) dy = F(x)

IV-4 Onpose f(x)=€*. Calculer F g .

Cinquiéme partie  Second exemple d’ application.

Soit g un entier naturel strictement positif, on se donne g fonctions a1 C([ 0,1], IR) , il {1q}

e F1 C([01], IR),ans queqréds c,, il {0,...0-1.
On cherche arésoudre le probléme suivant :

G @ =
(P) Trouver une fonction u vérifiant " xT [0,1] : }u ()+a,u™ 09+ +§i(x)u(x) F(X).
u(0)=C, U'(0)=G, -+, u'*? (0)=C,

N

i _d (x-y)k?
On pose :, K(X, y)—kE}lak(X) (k- 1)! S y£x et F (X)=U(q)(X) ]

fK(xy)=0 Sy

Caculer F (x)+(§K(x, y)F (y)dy. En déduire une méthode de résolution du probleme (P).



