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durée 4 heures

I. MECANIQUE : MODELISATION D'UN CABLE DE PRECON TRAINTE

On étudie successivement un élément mécaniquessimpis la mise en série d'un grand
nombre de ces éléments. On conclura sur la motéhsdiun cable de précontrainte.

A - Elément de base.

Le systeme est constitué de l'association
d'un ressort linéaire de constarkeet d'un
patin P.

Ce patin est tel qu'il ne se déplace que s'il est
soumis a une force F (cf schéma) supéri

a un seuil déterminéofFforce de frottemer
demeurant  constante quel que soit
mouvement.

Une extrémité du ressort est fixée en un point S —
O, l'autre extrémité A est soumise, a partir de
sa position d'équilibre statique, a la force de
traction longitudinale F. On notar le
déplacement du point A.
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1- Exprimer le déplacementdu point A en fonction de F.

2 - Faire le graphe d€F).

On fait croitre la force F jusqu'a une valeaximale ky, puis on la laisse décroitre
progressivement jusqu'a F = 0.

3 - Décrire le comportement du systeme en fonad®ia valeur atteinte pagF
On dégagera trois modes de fonctionnemenhdalealeur atteinte panf

4 - Expliciter avec précision la situation ci-dessur le graphe d€F).

B - Généralisation.



Le systéme est maintenant constitué de la miseéea de N éléments de base tels que
décrits dans la partie A.
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On note A les points de jonctions successifaieteurs déplacements par rapport a I'état
d'équilibre ou les ressorts sont tous a leur longaea repos.
On applique la force;Fau noeud A(cf schéma).

5 - Donner I'expression de I'équilibre des foraesleacun des nceuds A

6 - En déduire la condition portant syrgour que soit observé un déplacemeriu
nceud A

7 - Dans la situation de la question précédenteneiola condition pour laquelle le nceud
Ai+1ne se déplace pas.

8 - Donner de méme, la condition pour laquelledsud A. ; est entrainé.

9 - On se place dans I'hypothese de la questian¥ 0 etu;+ 1 =0
Le nombre N d'éléments est supposé suffisant grandne pas intervenir dans le
probleme.
Exprimer le déplacement du nceud Aen fonction de § F, k eti.

10 - Faire le graphe de la fonctian(Fy)
[ce graphe est le premier modéle de la svses tension d'un cable de précontrainte].

11- Etablir, en fonction des parametreekk , I'équation de la courbe continug= f (F.)
passant par I'ensemble des points de discontiooiitgtatés aux questions 9 et 10.

12 - Pour passer au comportement d'un cable comtimassimile ce dernier a un
assemblage d'éléments de base de longueur trésdaib
Pour un matériau élastique linéaire (ex : aciarjaldeur équivalentede chaque
élément est inversement proportionnelle a sa lamghe

On pose :k:i
X

On considere également le frottement comme conltdomg du cable.
On pose F=pBdx .
Etablir, dans ces hypothéses, I'expression denletit;mu; = g (R) lorsquedx - 0

13 - Faire le graphe de=g (R)
Commenter.



ll. INVERSIONS DU CHAMP MAGNETIQUE TERRESTRE

Figurel

1. On envisage le dispositif de la figute une barreDA de longueur et parfaitement
conductrice est mobile dans le plan horizontal ¥y en rotation autour de I'axe fixaz

confondu avec la verticale ascendante du lieu. €pére sa position par I'angiet on

pose

a):%. On choisit le sens positif du courant dans lagbdeO versA . L'ensemble est

plongé dans un champ magnétidie B u, uniforme et stationnaire.

1l.aExprimer le flux coup@g, par le barre lors d'une variatidé de sa position angulaire
Ben fonction d8B ,aetd.

1.b En déduire la force-électromotriealu générateur équivalent a la barre e@tet A en
fonction deB ,aetw.

2. On relie entre et C le dispositif de la figurd, équivalent & un générateur de tension
parfait de ferme , au circuit électrique de la figuBequi comprend deux bobines résistives
(R ,L) et Ro,Lp) et une résistance puR. L'intensitél, qui traverse la bobineRg,Ly)
pénetre er® dans la barre de la figulevia un fil souple j,, ressort de la barre énet est
évacuée par un fil relié a la piste au point fixe La piste circulaire de la figurk étant
parfaitement conductrice, les poirt®tC sont au méme potentiel.

c| (R,L) Figure2

(Rb!Lb)

Etablir les expressions % et % en fonction dé , I, e, L ,Lp,R, Ry etR..



3. Soit J le moment d'inertie de la barre. Elle esinsise a I'action du champ magnétique
B,

a l'action d'un couple de frottementf8u, , et d'un couple appliquéu,, ou C etf sont
des constantes positives.

3.a Exprimer la force magnétique subie par un éléndenia barre de longuedr situé a
la
Distancer deO, en fonction d& , dr etly .

3.b En déduire I'expression du moment, par rapport a I'ax®z des forces magnétiques
subies par la barre en fonctionBlea etly, . Vérifier qu'on aurait obtenu le méme résultat
en supposant que les forces magnétiques élémengainé équivalentes a une force unique
appliguée au milieu d@A.

3.c Etablir I'expression d% en fonctiondeJ ,B,a,lp, w, f et C.

4. On suppose dans cette question d'une parRgee~ et donc que = I, et d'autre part
gque Lp=0 etR, =0 . En outre, le chamip est en fait créé par la bobing, () de telle
sorte qu'on admet qu'on peut en premiére approkimacrireB = k | dans les équations
établies er? et 3.c, ouk est une constante positive.

4.aVerifier que les équations établieskat2 se simplifient en :
L9 Rivkiw 3 3% -c-tw-k?
dt dt
ou K est une constante qu'on exprimera en foncékneta

4 .b Etablir la relation :
E(l LI%+ iJwZ) =Cw-RI? - fa?
dt 2

2

et donner une interprétation concréte a chaqueetainsi qu'a I'équation compléte.

4.c Montrer qu'il existe un unique état stationnaliged) tel quels = 0 et déterminet, en
fonction des données.

4.d Pour étudier la stabilité de cet état stationnaine posex = w- ws .

- En partant des équations 4le et en éliminant les termes quadratiques telsl que |2 ,
établir les équations différentielles linéaires tdsont solutions I(t) et(t) et vérifier
gu'elles sont découplées.

— En déduire que I'état stationnaire est instableest supérieur a une valeur minim@alg
gu'on exprimera en fonction d€ f et R; cette condition est supposée verifiée dans la
suite.

4.e Montrer qu'il existe deux états stationnairks 4) tels quels # 0. Déterminer les
valeurs correspondantes dgetls en fonction des données. Quelle relation simgldels
deux états ? Commenter.

4.f Pour étudier la stabilité de I'état stationnaieedniné e.eet tel quds> 0, on pose
i=1-s eta = w- ws.



- En partant des équations 4l@ et en éliminant les termes quadratiques tels queti?
établir les équations différentielles linéaires tdaont solution$(t) et a(t) .

— Chercher des solutions de la formf® = iy exp(qt) et a(t) = am exp(qt) avecq O C.
Montrer queq est solution de :

JLg?+ fLg+ 2(KC - fR)= 0

— Que peut-on en conclure quant a la stabilité éetl'stationnaire? (On pourra par
exemple raisonner par analogie avec un oscillatearti).

4.g La figure3 donne l'allure du graphe di¢¢) pour une condition initial&t=0)= I, avec
lo positive mais quelconque. Commenter en liaison &gquestiond.d et4.f.
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4.h  En un point donné, le champ magnétique terresirererse de maniere non-
périodique au cours du temps, sur des durées ggotsy Le modele avdg.=co rend-il
compte de cet



effet 2 Méme question pour le mod@&e# « pour lequel la figuret donne l'allure du
graphe de(t) .
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