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PARTIEI

Dans toute cette partie le corps de base est celui des nombres réels; on désigne
par E(x) la partie entiére du nombre réel x et par n un entier naturel.

Question 1

N

Soit un polyndme de degré n 2 une indéterminée & coefficients entiers de la forme
n . .
a,x" +...+a, avec a,# 0, admettant une racine rationnelle PoupeZ*, qgeZ*, petg
étant premiers entre eux ou étrangers. On a alors: 9
a) p divise a, et g divise a,
b) p et g divisent a,
c) p divise a, et ¢ divise a, car g divise g, p

d) p divise a, mais pq ne divise pas g, a,

Question 2
Soit f la fonction polyndme définie par Vx € R flx)= ©ox—1

a) f admet au moins 2 racines réelles car sa dérivée s’annule en 2 points

b) / admet une racine rationnelle et 2 racines complexes conjuguées

¢) f ne posséde aucune racine réelle

d) / admet 2 racines complexes conjuguées et une racine réelle dans l'intervalle

B
58]

Question 3

Soit x un réel quelconque, on peut écrire cos(nx) sous la forme P,(cosx) ol P, estun poly-
ndéme 2 une indéterminée.

a) de degré n + | a coefficients entiers relatifs
b) de degré n a coefficients réels non entiers



c) de degré n a coefficients entiers relatifs
d) unique car I’application cos est surjective de R sur [-1,1]

Question 4

Le polyndme P, défini dans la question 3 s’écrit pour n = 0

a) P,(X) = X
b) Po() = -
2

etpour n = 1

¢) Py(X) = 2X°-1
d) P(X) = X

Question 5

On a la relation, pour tout réels a, b

a) cosacosb = 2(cos(a+ b)—cos(a-1"b))

1
b) cosacosb= -(cos(a+ b)—cos(a—b))
et la suite (P,) ,. n définie dans la question 3 vérifie, pour tout entier » strictement positif.

¢) Py (0)-P,_ (X)= 2XP,(X)
d) P, (X) +P,_ ()= XP,(X)

Question 6

Cette suite de polyndmes (P,) _  est telle que:

k _ &
D) P = X"-C2Xx"H1-X) +..+(-1) " -xh+
et P, estimpair si n est pair

b) le coefficient de X § est, pour tout entier » non nul,

2 2k _
clr+cir .+, =2
n n n

o) P(-1) = (1) ¥ne N*

d) P (0) = (-1)" Vne N



Question 7

Pour tout entier 7 strictement positif les racines x; de ce polyndéme P, sont:

T km | .
a) —+— ol kestunentiertelque 0<k<n-1

2n n
T 2KkR : .

b) — + = ou £ est un entier est un entier tel que 0 <k<n—1
2n n

c) des réels n’appartenant pas a l'intervalle [-~1, 1]

d) les n réels de 'intervalle ]-1,1[ définis par x;, = cos(i + ]—clr') ou k estun entier tel
2n n
que 0<ksn-1
Question 8§

Supposons n =2, on note pour K entiertelque 0 <k <n-2, x; lesracines de P, et y, celles
de P, _,,onaalors:

) Xpyy > V> Xy

D) Xpy1 > X >y

e O} X > Y > X, car T + kn T _ lex D <0
' 2(n=-1) n-1 2p n
et s + kT T _]EE >0

2(n-1) n~12n n
+ kn o (k+ )m
2(n-1) n-1 2n n

>0

d) x, >y, >x, ., car

ot —F KT T kg

2(n-1) n-12p n

. ” 2
On considére [’équation différentielle, pour ne N (E,) y"+n'y =0

Question 9

La fonction f, définie sur R par f,(x) = cos(nx)

a) forme une base de I’espace des solutions de (£ )

b) estune solution de (£, ) pourtout n€ N



¢) vérifie I’équation (£,) uniquement pour n € N*

d) vérifie I’équation différentielle y” - n2y =0 pourtout n € N

Question 10
Sion pose X = cos x on obtient pour y fonction de x

d dy
a) — =-X —
dxz dX
2 2
dy .2 4y d
b) 75 = sin x_ —cosx—
dx dx’ ax

et I’équation (E,) est transformée en I'équation (E’,) dela forme,

0) (1+X2)ﬁ- —-C—{y+n2y= 0

axr  dx

d) (1-X2)Q—X—4y +nly= 0
X’ dx

Question 11
Pour tout # ,entier naturel, la fonction polyndme P, définie & la question 3

a) est solution de (£,)

by est solution de (E”,) car (1 +x*)P”,(x)=xP’,(x) + n"P,(x) = 0¥x € R

¢) ne vérifie ni (E,), ni (E",)

d) vérifie (E',) car Vae (1,11 (1 +x)P" (x)=xP’,(x) + n'P,(x) = 0

£(2)
Question 12 2
. . gs . N n-2k
Pour tout entier naturel 7, on considére la fonction polynéme Q,(x) = Apy X
k=0
Si On est solution de 1’équation (E’,), définie a la question 10, les coefficients a, ; vérifient

pour tout k compris entre 0 et £ (g) .

2) (n=2k)(n =2k = 1)a, o+ (n = 2k+2)(n=2k+ 1)a, ;_~(n~2K)a, + n'a,, =0

1 1
——jz,(rz-Zk+ 2)(n=2k+1)a,

b) an,k =“21—kn



" 22k n—k n—k
-V n Lk
d)a,, = C a
fl,k 22k n_k n—k ’1,0

Question 13

" Pour tout entier naturel 7, le polyndme P, défini a la question 3 est donc de fa forme:

E(g+l> (_1)/(
a) Pn(X—)___ E n2n-2k-1
k=0 n—k
E<§) l)k'1 2k
b) PX)= 3 —n2" T
k=0 n—k
E(E
: 2> k non-2k-1
) P(X)= %y (-1)——2
k=90 n-k
£()
d) P.OY) = . kn n-2k-1
0= (1
k=20 n—k

o

k n—2k

X
n-k

que le rationnel r = ‘ZC—; vérifie 0 <r <

des nombres rationnels)

Soient p et q, 2 entiers naturels non nuls premiers entre eux (ou étrangers), tels

% et cos(rn) € Q (Q désignant I’ensemble

Question 14

On a alors:

a) g = 2 et cos<g>€@

b) E(u,v)EZZIq chu + TV = J-_t
q q

(o]}




c) gz3et 3(u,v)€Zth cos<g>= P, (cos(rm))

d)g=3 cos<g>€@ car IveZ In&€Ntyg cos(?) = (=1)"P (cos(rx))

Question 15

La relation ¢ = 4k ou k est un entier non nul.
a) estimpossible puisque g = 2
b) est impossible car g est nécessairement impair
¢) peut étre réalisée

d) est impossible car Pk( cos (%{)) = cos%t ¢&Q

Question 16
L’égalité ¢ = h entier impair

a) ne peut étre réalisée

Si cette égalité est réalisée on a:

o o) -

c) cos (%) est racine du polyndéme P, .

1

d) cos<z> est racine de 2h_ th+ ...+a X+ 1= 0 car P, aun terme constant nul.

hh-

1
2



PARTIE I1

On désignera par E l'espace vectoriel réel R[X], des polynémes a une indétermi-
née a coefficients réels et par F le sous-espace vectoriel des polynémes de E de
degré inférieur ou égal a 3.

On considére I'application [ qui a tout élément P de E associe le polynome f(P)
défini par [f(P)}(X) = P(X)-P(X-1) etonnote fr larestrictionde f a F

Question 17

Le sous-espace vectoriel F est de dimension
a) 3
b) 4

et on a:

¢) f estune application linéaire de E dans F
d) /7 estun endomorphisme de F

Question 18

La matrice M de ’application f par rapport aux bases canoniques des espaces de départ et

d’arrivée de cette application s’écrit:

111
a) M= 10 2 -3
00 3

0 000
1 000
1200
1 =330

by M =

01-11)
) M=100 2 -3
000 3

» T
01-11
002 -3
000 3
000 0]

d) M=




Question 19

De mani¢re générale, pour des matrices de type (#,p) (n lignes et p colonnes) a coefficients
dans le corps K (K = R ou C), on a:

a) 2 matrices équivalentes sont semblables
b) 2 matrices équivalentes ont méme rang

et lorsque I’on ajoute a la ligne i, d’une matrice de Wln,p(K) laligne 7, multipliée par A € K,

le rang de cette matrice,

c) estinchangée
d) peut étre modifié

Question 20

Le rang de Iapplication fr

a) vaut 3 car est égal au nombre de colonnes non nulles de M
b) est nécessairement inférieur ou égal a 3 car I'espace F est de dimension 3

c) vaut 2 caril y a 2 colonnes de A linéairement indépendantes
d) vaut 3 car on peut extraire au plus 3 colonnes ou lignes linéairement indépendantes

de M
Question 21

Les sous-espaces vectoriels noyau et image de f sont tels que:

a) dimkerfp=dimF -rgfp= 2
b) kerfr = R
c) la famille de polyndmes (1,X) forme une base de Im fr

d) Imfy estle sous-espace R,[x] des polynomes de degré inférieur ou égal a 2



On considere la famille (A y,A4,,4,,45) des polynomes de E définie par Ay = 1 et
Vie {1,2,3} fr(4;,) = id,_, avec O racine de A;.

Question 22

Ces polyndmes vérifient:
a) 0<degA;<3 Vie {Q1,2,3}
b) A, est divisible par X, Vie {Q1,2, 3}
0) Ay(X) = X(X+1) et 43(X) = X(X +1)(X+2)
d) la famille (4,,4,4,,4,) forme une base de F

On note B base canonique de F et & la base de F formée a I’aide des polynomes
(Ag,4,,4,,44 classés par ordre croissant de degré.

Question 23

La matrice de passage P de la base B ala base & s’écrit:

1000
0100
0110
0231

100
011
001

b) P

1000
0112
0013
0001

100 0]
0111
0013
L0031_

d) P =




Question 24

La matrice M” de I’application f lorsque I’on rapporte F 2 la base « s’ écrit:

(0000
2 M= 1000
0200
0030

100
020
003

by M

0100
0020
0003
0000

¢y M = PMP' =

0100

4 M = 0020 - p'yp
0003

0000

Question 25

Soit g I’application définie par g(Xi) = A4; Vie {Q1,2,3}.0naalors:

a) g estun endomorphisme injectif mais non bijectif de ¥
b) g est un endomorphisme bijectif de F' car g transforme une base de ' en une base de
F

et la matrice G de g par rapport a la base canonique de & vérifie:

100 O

001 -3

000 1
d)G=P



PARTIE III

/2
On pose pour tout entier naturel n : I, = J sin"x dx
0

Question 26

Lasuite (7,) _ « esttelle que:

a)l, =0
c¢) I -1, _, peutétre nul pour certaines valeurs de n € N*

d I -I,_,>0 Vne N*
Question 27

Pour tout entier n > 2 on a la relation:

& 1, = Loy -,

b) I, = =1,

o) l,= n;lln-z

o1,= 1,
Question 28

Le terme général I de cette suite s’écrit, pour tout entier naturel 7

a) I = (n+ 1)1,

2p 2
_27ph _ (2p+1)! N
b) I, = ap) 2 eth, = ———22p(p!)2 Vpe

2p 2
__@Ep) _ 27(pYH
(2p)! 2% (p1y?

22p+](p!)* (2p+1)'



Question 29

La suite (1,), o

a) est strictement croissante
b) est décroissante et peut étre stationnaire
et elle vérifie les inégalités

c) 12p+1>12p>12p_1 Vp € N*
d) [2P+1<12P—1 et [2p>[2p—2 Vp € N*

Question 30

La suite (1), <

a) est convergente car les suites (Izp)pE N ©t (Izp . l)p <y sont adjacentes

b) est divergente car les suites (/,,, )p en e, 1)p < N convergent pas vers la méme
limite
et pour tout entier naturel n, on a, en introduisant le changement de variable x = cos?

] 2
o) [ (1-x Y'dx= 1, |

1 n
@ f (1 _xH)dx= -1,

— D’aprés documents fournis.
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