CONCOURS COMMUN SUP 2000
DES ECOLES DESMINES D'ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques
(toutes fili éres)

Lundi 22 mai 2000 ak 14h00 & 18h00

Instructions générales :

Les candidats doivent vérifier que le sujet comprend:

e 4 pagesnumérotées 1/4, 24, J4 et 4/4

e 23 guestionsen Analyse d 18 questions en Algébre.
Les candidats ont invités a porter une atention particuliére alarédadion: les copiesilli sibles oumal
présentées sront pénali sées.
Les candidats coll eront sur leur premiere feuill e de composition |’ étiquette mrrespondant al’ épreuve @
figurant sur leur convacation.

ANALYSE

Partiel : Etude delaréciproque dela fonction tanh.
On naerarespedivement cosh, sinh et tanh les fonctions cosinus hyperbali que, sinus hyperbadlique @
tangente hyperbali que définies par :

e’ +e

—X

e —-e™” et tanhi) = sinh(x) _ e —e:x .
coshfk) e +e™
1. —Montrer, en étudiant ses variations, que tanh est une bijedion de R sur unintervalel de R aprédser.
On nae artanh (« argument tangente hyperbali que ») sarédproque.
2.— Exprimer ladérivéede tanh en fonction ce tanh.
3. —Démontrer que atanh est impaire.
4. —Démontrer que atanh est dérivable sur | et caculer sadérivée
5. —Exprimer artanh al'aide de fonctions usuell es.
6. —Déterminer un développement limité al'ordre 5 de atanhen O.

OxOR, cosh) =

, sinh(x) =
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Partiell : Etuded'une éuation différentielle
Soit I'équation dfférentielle (E) : xy'+ 3y =

1-x2°
7. —Résoude (E) sur I'intervale J=1]0, 1.
Partielll : Etuded'une éuation fonctionnelle

Le but de cdte partie est de résoudre le probléme suivant :
déterminer les fonctions f définies sur R, avaleursrédles et dérivables en zéro qui vérifient :

OxOR, f(2x) =%.

8. —Déterminer les fonctions constantes lutions du probleme posé.
9. —Déterminer les valeurs posshlesdef (0) si f est solution.
10. —Montrer que, si f est solution, ona: OxOR, -1<f(x) <1

(on poura exprimer f (x) en fonction de f%é)
11. —Morntrer que, s f est solution, — f est auss solution.
12. —Montrer que tanh est solution du pobléme posé.
Danslesquestions 13.a17., onsuppase que f est une solution du probléme posé, quef (0) = 1
et quef n'est pas constante.

On corsidére x,OR, tel quef (x;) # f (0) et I'on dfinit lasuite (uy) par : ONON, Uy = f E;—gE
C

13. —Montrer que la suite (un) est convergente d prédser salimite.

14. —Etablir unerelationentre u, et u,, + 1 ; en déduire que la suite (u,) garde un signe wnstant, pus
étudier samonaonie suivant le signe de up.

15. —En utili sant les résultats des questions 13. et 14., aboutir aune contradiction.

16. —Que peut-on dre si I'hypothése « f (0) = 1 » est remplacéepar I'hypathése « f (0) = -1 »?

17. —Conclusion ?

Dansles questions 18.a22., onsuppase quef est une solution du probleme posé € quef (0) = 0.

18. —En raisonnant par |'absurde @ en considérant une suite du méme type que cel e des questions
13.a17, montrer que: OxOR, f(X)#—1let f(x)# 1.

On définit alorslafonctiong par : OxOR, g (X) = atanh (f (X)).

19. —Morntrer que : OxOR, g (2X) =2 g (X).
20. —Montrer que g est dérivable en zéro.
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B

21. —Soit xOOR* ; on d&finit lasuite (vy,) par : OnON, v, =

2"
Montrer que (v,,) est convergente & déterminer salimite.

22. —En déduire que g est linédre.

23. —Déterminer toutes les fonctions lutions du probleme posé.

ALGEBRE

Lesparties |, Il et lll sont, dansune large mesure, indépendantes.
Soit n unentier naturel non nd.

Partiel :
On peee: A = (X +1)*" -1, pdyndme de R[X].

1. —Montrer que I'on peut éaire: A = X x B ouB est un pdynéme de R[X] dort on pédserale degré,
le wefficient dominant et le terme cnstant noté b o.

2. —Déterminer lesradnes de A dans C. On poserazo = 0 et lesautresradnes zy, Z», ... ,Z2n_ 1 Seront
mises us forme trigonameétrique.

n-1

On pcee P, = |_| sink—n.

2n
k=1

2n-1
3. —Mortrer, al'aide d'un changement dindice que P, = rllsinl;—n.
n
K=n

2n-1
En déduireque, si Q,, = rl sin?, aorsP,=./Q, .
n

k=1
2n-1

4. —Calculer de deux fagns: |_| z, . Puis, en déduire Q, et enfin, Pp.
k=1

5.-0n pce F :%. Déterminer ladémmposition ce F en éléments smples aur C.
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Partiell :

On travaill e dans un C-espacevedoriel E suppcsé nonréduit au vedeur nul. L (E) désigne I'ensemble des
endamorphismesdeE, | g est I'applicationidentité de E et 6 désigne I'applicaion ndle.

Par convention: Of0L (E), f ° =l g.

On étudie, sur quelques cas particuliers, I'équation: (f +1. )" —1g=0 ouf OL (E) est linconnte.

6. —Déterminer les homothéties vedorielles qui sont solutions de I'égquation propcsee

n n-1
7. —En développant (1+1)*"et (1-1)*" déterminer les ommes S = Z EEE etsS= Z EEHE

nl

k!(n;k)! )

(lanotation E:E désigne le wefficient binomial :

8. —Si sest une symétrie de E, exprimer (s+ IE)2”—I g enfonction ceset | g
En déduire les yymétries de E solutions de I'équation propcsée

Partielll _:
On travaill e dans M3 (C) ensemble des matrices carrées d'ordre 3 a wefficients dans C.
| désigne lamatriceidentité & O lamatricenulle.

b bE
On peseG={M 4, 0M3(C)O(a b)O C? ou M, désignelamatriced a br.

b b a-

9. —Montrer que G est un sous-espacevedoriel de M3 (C) dort on prédseraladimension et une base ;
vérifier que G est stable pou le produt matriciel.

On cherche arésoudre I'équation matriciell e (*) (M + I)Z”—I =0, avecM, matriceinconnte, dans G.

On ndaeE le C-espacevedoriel C3et B= (e, e,, e3) labase canorique de E.
Soient M =M 5 , unélément de F tel que b # 0, u I'endamorphisme de E canoniquement asocié aM et | g,
I'applicationidentité de E.

10. —Déterminer une base (€'1) de E1 = Ker (u—(a+ 2b).1g).
11. —Déterminer une base (€, €3) deE, =Ker (u—(a—b).l g).
12. —Morntrer que (€1, €2, €3) est unebasede E ; onlancte B'.
13. —Déterminer lamatrice D de u dans labase B'.
14. —On nae P lamatricede passsgede B aB'.
Ecrire P et déterminer P~ en prédsant laméthode utili sée & en détaill ant les cdculs.
15. —Exprimer M en fonction ceP, D et P~ %,
16. —Montrer que : M est solution de I’ équation (*) s et seulement si D est solution de I’ équation (*).
17. —Déterminer toutes les matrices D solutions de I'équation (*).
18. —En déduire toutes les lutions de I'équation (*) dans G.
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