CONCOURS COMMUN 2001
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques
(toutes filiéres)

PROBLEME 1

PARTIE A

A.1. Soit a € R*. Pour t >0, gq(t) = e®™™*. Quand t tend vers 0 par valeurs supérieures alnt tend vers —oo si a > 0
et vers 0 si a =0 et donc gq(t) tend vers 0 si a > 0 et vers 1 si a =0.
On peut donc prolonger par continuité la fonction g4 en 0 en posant

Osia>0
ga(O)—{ 1sia=0 "

Soit a un réel supérieur ou égal a 1.

e g, est continue sur R* ;

e g est de classe C! sur 0, +oo[ et pour t >0, g/ (t) = at® ! = agq_1(t);

e puisque a — 1 > 0, la fonction g, = agq—1 a une limite réelle quand t tend vers 0.
D’aprés un théoréme classique d’analyse,

Ya > 1, gq est de classe C' sur R*. I
A.2. Soient a et b deux réels positifs.

Si t est un réel de [0,1], T —t l'est aussi. On en déduit que la fonction t — gq(t)gp(1 — t) est continue sur [0, 1] et donc
que I(a,b) existe.

On pose u=1—1t. On obtient

1

0 1
ga(t)gp (1 —1t) dt = L gal(l —u)gop(u) (—du) :JO gb(u)ga (1T —u) du =1(b,a).

I(a,b) :J

0

V(a,b) € [0,+00[?, I(a,b) =I(b,a).

A.3. Soient a et b deux réels positifs ou nuls. Puisque a+1 > 1 et b+ 1 > 1) les deux fonctions t — tat! et

_ ] —t b+1
t— % sont de classe C' sur [0,1]. On peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit

] +1 b 11— — )b ! ] ! —(1 —t)bHT

I(a+1,b :J 11—t at = [0t ——— —J a+ 1)t ——— qdt

( ) 0 ( ) [ b+1 }0 o( ) b+1
a+1 ! a+1

=—— | t*(1 -t dt= I(a,b+1).

b+1JO U prri@b

V(a,b) € (RT)?, (b+NI(a+1,b) = (a+1)I(a,b+1).
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ta-H :|] 1
0

at1|. a+1

A.4. Soit a un réel positif. I(a,0) = fg) te dt = [

Ya e RT, I(a,0) =

a+1’
Soit alors n un entier naturel non nul.
n
I =—1 I,n—1
(a,n) a+](a+,n )
n n—1 1 nn-—1)...2.1
= I 0) =
at+la+2 "a+n (a+m,0) (a+T)(a+2)...(a+n+1)

n!
(a+N(a+2)...(a+n+1)

ce qui reste vrai quand n = 0.

n!

VaeR* VneN, I _ .
aeRT, vneN, Ian) = e e it D)

A.5. Soient p et q deux entiers naturels. d’aprés ce qui précéde,

I = q! B qll1.2....p B plq!
P TN+ . mta+) 2. .90+ N0+2) .. ta+D) (pratrl
2 _ plq!
VWA)eN,qu%—E:G:Tﬁ

A.6. Soient r et q deux entiers naturels. Alors 2p +1 > 0 et 2q + 1 > 0. On en déduit que la fonction
0 — cos?Pt1 0sin?97! @ est continue sur [0, ;] et donc que J(p, q) existe.

Effectuons le changement de variables t = sin? 0. On a alors dt = 2sin 0 cos® d0 puis

T T
- - 1
dt 1
J(p,q) = JZ sin?P*1 @ cos?9t1 9 do = JZ (sin® 8)P (1 — sin? 0)9.sin O cos O dO :J' tP(1 —1t)9 5 = zl(p, q).
0 0 0
plq!
V(p,q) € N2, J(p,q) = — P4
(p,q) J(p,q) a1

PARTIE B

B.1. Soit a un réel strictement positif. Pour x réel,

f(x) existe<:>1—%>0<:>xz—a >0 x(x—a)>0& x €] —o0,0[Ula, +ool.

VYa >0, Z¢, =] — o0,0[Ula, +ool.

B.2. Soient a et x deux réels tels que 0 < a < x. Pour t € [x — a, x], posons f(t) = Int. f est dérivable sur [x — a, x] (car
x —a > 0) et en particulier continue sur [x — a, x], dérivable sur ]x — a, x[. De plus, pour t €]x — a, x|,

1

x—a’

<f't)=-<

x| =
| —

L’inégalité des accroissements finis permet alors d’écrire

1
x—a

L~ (x—a)) <)~ In(x — @) € ——(x~ (x—a)),
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et donc

V(a,x) € R, (0<a<x:>8§1n(x)—1n(x—a)§ e
X xX—a
B.3. Pour x > a, on a f(x) = x(In(x — a) — In(x)) et donc
1 1 a

f'(x) = (In(x — a) — In(x)) +x ( — —) =lIn(x —a) —In(x) + > 0 (d’apres B.2.).

X—a X X—a

Ya > 0, fq est croissante sur |a, +ool.

Quand x tend vers a par valeurs supérieures, In(x — a) — In(x) tend vers —oo et puisque a > 0, il en est de méme de
x(In(x — a) — In(x)).

Va >0, lim fy(x) = —o0.
X—=a
XxX>a
a a a
Quand x tend vers +oo, —— tend vers 0 et donc xIn (1 — —) ~ X. (f—) = —a.
X X X
Va>0, lim fq(x)=—a.
a——+oo
On en déduit que la droite d’équation x = a est asymptote & Cq, de méme que la droite d’équation y = —a est asymptote

a Cq en +oo.

Tableau de variation de f,

X a 400
' (x) +
—a
. /
—OO

B.4. Voir figure page suivante.

a
B.5. Soit a > 0. Pour n entier naturel strictement supérieur a a, 1 — o >0et

Yn = €xp (nln (1 - %)) =exp(fq(n)).

Puisque f, est une fonction strictement croissante sur ]a,+oo, pour tout entier n strictement supérieur & a, on a en
particulier fq(n) < fm+1) et donc yn < yYny1.

la suite (yn ) est strictement croissante.

D’autre part, quand n tend vers 400, fq(n) tend vers —a et donc

lim yn, =e I
n— +oo
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PARTIE C
C.1. Soient x € R* et n € N*. En posant t = v et donc u =nt et du =n dt, on obtient
n

n 1 1
(1 - 3) uw* du = J (1— )™ (nt)*(n dt) = n**’ J (1=t dt = n ' I(x,n).
n 0

n

0

Falx) =J

0

Vx € R, ¥n € N*, F.(x) = n*tI(x,n).

C.2. Soit x € R*. Pour n € N*, on a

n+1 u n+1 n u\m
F x) —Fn(x) = 1—-— u* du— (1——) u* du
anb)=Faln = [ (12 ) [ (-2
r u n+1 u\n n+1 u n+1
= 11— — —(1——) u"du-i—J 1—— u* du
Jo n+1 n n n+1
rM n+1
= | (Ynst1(u) —yn(wWu* du—l—J Yn1 (Wu du.
JO n
n+1
Déja J Yn1(Wu* du > 0 par positivité de I'intégrale. D’autre part, d’aprés B.5, pour tout réel positif u et n entier
n
strictement supérieur a u, on a Yn4+1(w) —yn(u) > 0. Par suite, pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel u de
n
[0,n], on a (Yn+1(w) —yn(u))u* > 0 (inégalité étant claire quand uw = n). Mais alors, J (Unt1(w) —yn(u))u* du >0
0
et finalement F 1 (x) — F(x) > 0.
V¥x € RT, la suite (Fn(x)) est croissante.
4 © Jean-Louis Rouget, 2006. Tous droits réservés.
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C.3. Soit x un réel positif.

a. D’aprés les théorémes de croissances comparées, lim u
u— +oo

X+t2e~W — 0. Par définition de la limite (« avec & = 1»), il

existe un réel U tel que, pour u > U, on a e “u*™2 < 1 et donc

1

U >0/ Yu € RY, <uzu:>e“§ﬁ)-
-LLX

b. Soit u un réel et n un entier naturel tels que 0 < u < n. La question B.2. fournit In(n) —In(n —u) > % et donc
In (1 - 3) —In(n—w) —In(n) < ——,
n n

ou enfin

(1 — T%)n = exp (nln (1 — TEL)) < exp(n.(—%)) =e "

Cette majoration reste clairement vraie quand u =0 ou u =n et donc

Vn € N*, Yu € [0, nl, (1 _ %)“ <ev.

Par croissance de l'intégrale, on en déduit encore

n u\m n
vn € N*, J (1 — —) u* du gJ e “u* du.
0 n 0
Soit de nouveau n un entier naturel non nul.
e Premier cas. Si n < U, alors
n n u u u 1
Fa(x) < J e tut du< J e *u~ du—l—J e "u* du= J e tuX du< J e "uf du+ —.
0 0 n 0 0 u
e Deuxiéme cas. Si n > U, alors
n u n
Falx) < | e™u*du=| e ™u* du+J' e “u* du
0 Jo u
pu rmn ]
< | efudu+t | —su*du (par définition de U et puisque n > U)
JO Ju u
ru rm -I u ] n
= e ™u du+ — du :J e "u* du+ [—]
Jo Juuw 0 ujy
h —u, X 1 1
= e du+———
0 uUu n
ru 1
< e *uf du+ —.
Jo u

Finalement,

1
¥x € RT, Vn € N*, Fp(x) < féi e “uX du + T

1
c. Le réel J'él e “u* du+ — ne dépend pas de n. Donc la suite (F,,(x)) est majorée. D’autre part, la suite (F,,(x)) est

croissante d’aprés la question C.2. On en déduit que

la suite (Fy,(x)) converge.
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C.4. Soit x un réel positif et n un entier naturel non nul.

Fa(x+1) =n*"2I(x +1,n) (par définition d’apres C.1.)

_ X+2X+] ) N
=n ) I(x,n+1) (d’aprés A.3.)
= (x4 1)n**+? ] ] (n+ 1) (x,n+1)

N1 (nt 1)

n x+2
=(x+1) (n—Jr]> Fry1(x).

En faisant tendre n vers +oo dans ’égalité précédente,on obtient F(x +1) = (x +1).1.F(x) = (x+ 1)F(x). On a montré que

Vx € RY, F(x+1) = (x + 1)F(x).

Calculons tout d’abord F(0). Pour tout entier naturel non nul, d’aprés la question A.5, on a

On! m
m+1)! n4+1’

Fr(0) =n'I(0,n) =n
Quand n tend vers +oo, on obtient F(0) = 1.
Soit alors k un entier naturel non nul.
F(k) =kF(k—1) =k(k—1)...1F(0) = k!,

ce qui reste vrai quand k = 0.

Vk € N, F(k) = k.
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PROBLEME 2

PARTIE A
A.1. Soit (s,t) € R%. Puisque A3 =0 et A*=A3 A =0, 0na
SZ tZ SZ tZ
E(s)E(t) = (14 sA + 7Az)(l +tA + 7AZ) =T+ (s+t)A+ (7 +st+ 7)AZ
t 2
:I+(s+t)A+¥A2 =E(s +1t)

V(s,t) € R?, E(s)E(t) = E(s +t).

A.2. Soit t € R. Montrons par récurrence que vn € N, (E(t))™ = E(nt).
e On a déja (E(1))° =1 =E(0.t)et la formule proposée est donc vraie pour n = 0.
e Soit n > 0. Supposons que (E(t))™ = E(nt). Alors, d’aprés A.1. et par hypothése de récurrence,
(E(t)™" = (E(t))™E(t) = E(nt)E(t) = E(nt +t) = E((n + 1)t).

On a montré par récurrence que

vneN, VteR, (E(t))" = E(nt).

A.3. SoitteR. E(t)E(—t) = E(—t)E(t) = E(t —t) = E(0) = 1. Par suite,

Vt € R, E(t) € GL,(R) et (E(t))" = E(—t).

A.4. Soit (&, B,y) € R3. Puisque A3 = A% =0 et que A2 #0, on a

al+BA+VA?2 =0= A% (xl+PA+YAZ) =0= aA? =0 = a = 0.
Puis,
BA+YA® =0= A(BA+YA%)=0= BA*=0= B =0.
Puis YA? =0 et donc y = 0.

On a montré que la famille

(I, A, A?) est une famille libre de I’espace vectoriel M, (R).

A.5. Soit (s,t) € R?. Puisque la famille (I, A, A2) est libre, on peut identifier les coefficients :

2 tz
E(S):E(t)é1+sA+%A2:I+tA+7A2:>s:t.

On a montré que V(s,t) € R?, [E(s) = E(t) = s = t] et donc

L’application t — E(t) est donc injective.

A.6. On trouve A =Ej +Ey 3+ Ep 3, puis AZ = Ei3 et A3 = 0. Par suite,

tz

1 t t+—=

WLER, E()=| 4 4 tZ
00 1
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PARTIE B
B.1. Soient (x,y) € R2.

2 —
X€_1>+y€_z>€F(:)(] g)(;)Z(g)(:)x—.%y:O.

Donc F = Vect(il) ol i = 3e7 + €3, et en particulier, F est une droite vectorielle.

x€_1>+y€_2>€G(:)<? g)(;‘>=(8)<:>x—zy=o.

Donc G = Vect(V) otl V = 2¢7 + €3 et en particulier, G est une droite vectorielle.

Enfin, pour W vecteur donné,

WeFNG=f(W)=wW=2W=wW=0.
Donc, FN G ={0}, et puisque dimF + dimG =1+ 1 = 2, on a montré que

RZ=F&G.

B.2. Puisque f(U) =27 et que f(V) =V,

Matgf = diag(2,1) = ( (2) (1) >

B.3. Les formules de changement de bases s’écrivent

Matg, (f) = P§, Mats(f).Pg°,

ou encore, si on pose P = ’Pgo et D = Matg(f), P et D sont respectivement une matrice inversible et une matrice
diagonale telles que

A=PD.P .

D’aprés B.2., D = < (2) (]) ) , puis d’apres B.1., P = < ? % ) , et enfin P~1 = < _]] _32 ) .

B.4. Soit n € N. Puisque D™ = Matg(f™), on a

Ensuite,

A™ = Matg, (f") = P.Matp(f*).P~! = PD"P!
(ou bien A™ = (PDP~")(PDP~")...(PDP~ ') = PD...DP~! = PD"P~). Par suite,

AN _ 3 2 2" 0 1T =2\ (32" 2 T =2\ [(32"=-2 —62"+6
ST 0 1 -1 3 o 2r 1 -1 3 N 2 -1 =22"43 -

32" -2 —62"+6 )

n __
menN, A _< o1 2243
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PARTIE C.

C.1. Soient t un réel et n un entier naturel. Puisque la fonction exponentielle est de classe C* sur R, la formule de
TAYLOR-MAC LAURIN fournit un réel 6 dans ]0, 1{ tel que

i t tTl+] th
— kI (n4+1)
Par suite,
7i i _ ‘t|n+1 eet |t‘n+1 "
k:Ok! (m+1)! ~ (n+1)!

|t‘n+1

Maintenant, d’apreés les théorémes de croissances comparées, pour tout réel t, lim m = 0 et on a donc montré
n—-+oo M !

que

C.2. Soientt € Ret n € N. D’aprés B.4., on a

et 3282 6246\ [ an(t) bn(t)
En(t] —Zﬁ< 2“—1 —22%+3 > _( cn(t)  dn(t) >

k=0
ou

T(2t) gk L(2t)k Lok
an(t)=3) = =2) o bal)=—6) -+6) i

k=0 k=0 k=0 k=0
T2tk &tk T(2t)k gk
cnlt) =) o fZ—!, dn(t)=-2) o JrszE

k=0 k=0 k=0 k=0

C.3. D’apres C.1.,

eZt —et  —2e2t 4 3et

Vt € R, E(t) = (

3et —2et  —Ge?t 4 Get >

C.4. Pour tout réel t, on a alors E(t) = e**Q + e'R ou

C.5.

puis
puis,

et enfin
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g et r sont donc des projections. De plus, Q + R = I, ou encore r = Id — . g et r sont des projecteurs associés. Enfin,
Kerq est la droite d’équation x — 2y = 0 et donc Kerq = G puis Imq = Vect(3e_1> + e_2>) = F (lisible directement sur les
colonnes de Q). Finalement,

q est la projection sur F parallélement & G et 1 est la projection sur G parallélement a F. I

C.6. Soit (s,t) € R%.

E(S)E(t) — (esz + esR)(eZtQ + etR) — 62(s+t)Q2 + 62s+tQR + es+2tRQ + es+tR2 — ez($+t)Q + e$+tR — E(S +t)

Comme en A., on a alors pour tout naturel n et tout réel t, (E(t))™ = E(nt). Ensuite, puisque E(0) = I, on a encore
E(t)E(—t) = E(—t)E(t) = I, et par suite, E(t) est inversible et (E(t))~! = E(—t).

L’application t — E(t) est un morphisme du groupe (R, +) dans le groupe (GL;(R), x). Déterminons son noyau.
Soit t un réel.
Et)=L=e’t—et=0=et=1=t=0.

Le noyau de ce morphisme est réduit a {0} et ce morphisme est donc injectif.
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