CONCOURS COMMUN 2006
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques
(toutes filiéres)

Jeudi 11 mai 2006 de 14h00 a 18h00

Instructions générales :

Les candidats doivent vérifier que le sujet comprend 4 pages numérotées 1/4, 2/4, 3/4, 4/4.

Les candidats sont invités a porter une attention particuliére a la rédaction : les copies illisibles ou
mal présentées seront pénalisées.

Les candidats colleront sur leur premiere feuille de composition 1’étiquette a code a barres corres-
pondante.

L'emploi d'une calculatrice est interdit

PREMIER PROBLEME

R désigne I’ensemble des nombres réels. On notera M>(R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre

2 a coefficients réels. On rappelle que (M>(R),+,.) est un espace vectoriel sur R et x désigne la mul-
tiplication des matrices.

C désigne I’ensemble des complexes. On notera |z| le module d’un complexe z.

Les différentes parties de ce probléme ont un lien entre elles mais peuvent €tre traitées séparément.

Etude d’une fonction.

ZZ

Soit £ la fonction qui a un complexe z associe, lorsque c’est possible, f(z)= e
z—2i

1. Déterminer le domaine de définition D de f

2. a. Déterminer les racines carrées complexes de 8 — 6i .
b. En déduire tous les antécédents de 1+i par f .

3. Soit 4 un complexe. Discuter suivant les valeurs de / le nombre d’antécédents de 4 par f .

4. Déterminer I’image f (D) de D par f . La fonction f est-elle une application surjective de D
dans C ?

5. festelle une application injective de D dans C ?
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Soit g I’application définie sur D a valeur dans C et telle que :
2
VzeD, g(z)=|z - 2i|2 Z— +z’
z—=2i
6. Soit z un complexe appartenant a D de partie réelle x et de partie imaginaire y. Trouver la partie

réelle et la partie imaginaire de g(z). Montrer en particulier que la partie réelle de g(z) est:

2x” —2xy* —4xy.

Soit le plan P rapporté a un repére orthonormé direct R( O, é€,,¢,). Soit I' ’ensemble des points M
du plan d’affixe z tels que g(z) est un imaginaire pur.

7. Montrer que I est inclus dans la réunion d’une droite A et d’une conique C. Préciser I
8. Déterminer la nature de C. Préciser le centre et les axes de C. Déterminer 1’excentricité de C
ainsi que les coordonnées de ses foyers dans le repére R.

Etude d’un polyndme.

Soit a un entier naturel. Soit P, la fonction polyndme définie sur R par:
Vt eR, P(t)=1t —t(a*>+2a)+2.

Le but de cette partie est de trouver a tel que P, possede trois racines dans Z.

On suppose que a existe. Soient ¢, ,¢, ,¢, les 3 racines de P, avec t, <t, <t,.

9. Quevalent ¢, +¢, +t;et £, ¢, 1,?

10. Calculer P,(0) et en déduire que ¢, < 0.

11. Déduire du9. etdu 10. que ¢, <0<t, <t, <—¢ puis les valeurs de ¢, ,1, ,t,.

12. Montrer que P/ (¢,) =0. En déduire la valeur de a.

13. Réciproquement, montrer que la valeur de a ainsi trouvée convient bien.

Etude de deux ensembles de matrices.

x f—
Soit (x,y) un élément quelconque de R*. On note M la matrice ( yoy ) .
| X+y

Soit X le sous-ensemble de Mx(R) tel que Z={ M, (x,y) eR?}.
14. Quelle relation doivent vérifier xet y pour que la matrice M, , ne soit pas inversible ?
Calculer le produit M, xM __ . En déduire I'inverse de M lorsqu’il existe.

15. ¥ est-il un sous-espace vectoriel de (M>(R),+,.) ? On justifiera sa réponse.

. (0
Soit 4 =
2

0
OJ € My(R) et J={4+ M, (x,y) eR?*}.

16. Montrer que J est un sous-espace vectoriel de (M>(R),+,.).
17. Quelle est la dimension de J ? Déterminer une base de J.
18. Montrer que la loi x est interne dans J.

Etude d’une application de M>(R).

Soit B une matrice quelconque de M>(R). Soit ¢z I’application de M>(R) dans M>(R) qui a la ma-
trice X associe la matrice @p (X) = BxX.
19. Montrer que @3 est un endomorphisme de 1’espace vectoriel (M>(R),+,.).

1 1
20. On suppose dans cette question que B = Mz’lz(Z 3j .
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20.a o3 est elle surjective ? Bijective ?
20.b . Déterminer la matrice de @p dans la base canonique de M>(R).
On rappelle que la base canonique de M>(R) est constituée des matrices

b b 2 : C b : : 2 : : M
1,1 1,2 2,1 2,2 1,1 1,2 2,1 1 2,2 1

2 -2
21. On prend dans cette question B = M0,2=(2 2] . @p est elle surjective ? Bijective ?
DEUXIEME PROBLEME.
Soit 7 un entier naturel. Si n est non nul, on note f, la fonction définie sur R qui associe a un réel
x lorsque c’est possible f,(x) = ZSIL—i. On note f, la fonction définie sur R qui associe a
—COSX
sin x

un réel x lorsque c’est possible f,(x) = .
2—-cosx

Généralités sur f .

Soit n un entier naturel fixé.
1. Déterminer le domaine de définition D de f, .

2. f, est-elle paire ? f, est-elle impaire ? On justifiera sa réponse.
3. f, est-elle 2n-périodique ?
4. Montrer qu’il suffit d’étudier f

n

sur [0,m] pour tracer sa courbe sur D tout entier. On justifiera
sa réponse.

Etude de la fonction f,.

5. FEtudier la dérivabilité de f, sur D. Déterminer I’expression de sa dérivée.
Etudier le signe de la dérivée de f; sur [0,7].

7. Déterminer le tableau de variations sur [0,rt] et tracer 1’allure de la courbe de f, sur R dans le
plan rapporté a un repere orthonormé.
On rappelle que : V3 a pour valeur 1,732 comme valeur approchée par défaut a 107 prés.

8. Déterminer les valeurs maximales et minimales atteintes par f,(x) quand x parcourt R. En dé-

duire la valeur maximale atteinte par | fo (x)| lorsque x parcourt R.

Utilisation d’une primitive de f,.

, : . v [ sint
9. Déterminer une primitive de £, sur R. En déduire I 3 2—dt.
—cost

Soit I"équation différentielle (E): '(x)+ 25& Y(x)=2sinx.
SX

10. Résoudre sur R 1’équation sans second membre (H) associée a (E).

11. Chercher une solution particuliére de (E) sous la forme x> acos(x)+b avec (a,b)eR>2
Résoudre (E) sur R.

12. Trouver la fonction 4 définie sur R, solution de (E) et qui vérifie : 2(0) =1.
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Etude d’une courbe polaire.

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct R(O,i, ;). Soit 7 la courbe définie par

I’équation polaire : p = % Pour tout réel & on notera u, le vecteur u,=cosé [ +sin@ j et
—CoS
. sinf
M(0) le point du plan tel que OM () = ———u,.
2—cos@

13. Soit un élément & de D. Montrer qu’il existe une symétrie s telle que s( M (8) ) =M (-0).
14. Déterminer une équation cartésienne de la tangente a I" au point M(%).

15. Tracer I’allure de la courbe T'.

Etude de la fonction g : x — S x

x(2—cosx)

16. Déterminer le domaine de définition de g .

17. Montrer que g admet une limite finie / en 0.

On prolonge g par continuité en posant : g(0)=L.

18. Déterminer le développement limité en 0 d’ordre 3 de g ainsi prolongée.

19. Montrer que g est dérivable en 0 et déterminer g'(0).

On admet que g est dérivable sur ]0,n] et que pour tout x de ]0,m], g'(x) est strictement négatif.
20. Montrer que g est une bijection entre [0,7] et un ensemble / a définir. On notera /4 sa réciproque.

Etude d’une suite qui annule /.

Soit 7 un entier naturel non nul.
21. Montrer que si a est un réel strictement positif qui annule f,, alors a appartient a I'intervalle

[0,1n+/3 1.

22. Montrer qu’il existe un unique réel x, appartenant a [0,7] tel que f,(x,) = 0.
23. Montrer que la suite (x,) est convergente et déterminer sa limite.

FIN DE L'EPREUVE

CONCOURS COMMUN SUP 2006 DES ECOLES DES MINES D'ALBI, ALES, DOUAI, NANTES
Epreuve de Mathématiques (toutes filieres) Page 4/4




	CONCOURS COMMUN 2006
	DES ÉCOLES DES MINES D’ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
	Soit \( le sous-ensemble de M2\(\(\)




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


