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CONCOURS COMMUN 2006 
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Premier problème 

ETUDE DE . f
1. est défini si et seulement si  donc D= –{ }. )(zf iz 2≠ i2
2. a Si on pose δ= iba +  avec ∈ ² alors 

δ²= ⇔
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donc les racines carrées de 8–6i sont 
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18²2
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i−3   et –3+i . 
b. { ∈D et z =)(zf i+1  }⇔{ ≠  et z i2 22)1()2)(1(² +−+=−+= iziiziz }⇔ 

    { ≠  et z i2 022)1(² =−++− iziz (1) le discriminant de (1) est ∆= iii 68)22(4)²1( −=−−+  

2
2

31
1 =

−++
=

iiz  et 
2

31
2

iiz +−+
= = i+−1  les deux racines sont distinctes de  donc i2 i+1  a 

deux antécédents 2 et i+−1 . 
3. Soit h∈  fixé. Soit ∈D.  est un antécédent de si et seulement si }⇔{ ≠  et 

}⇔{
z z h z i2

)2(zh² iz −= iz 2≠  et 02² =+− ihhzz (2)}. 
On remarque que : 22)2()²2( −=+− ihihi  donc  n’est jamais racine de (2) 
Le discriminant de (2) est 

i2
)8(8²)2(4² ihhihhihh −=−=−  

Donc si et alors a deux antécédents par  car (2)  a deux racines distinctes qui 
sont différentes de . 0 et n’ont qu’un seul antécédent par car (2) a une seule racine con-
fondue distincte de . 

0≠h ih 8≠ h f
i2 i8 f
i2

4. Puisque tout élément de  a au moins un antécédent  dans D par  alors (D)= . Donc est 
surjective. 

f f f

5. n’est pas injective car  a deux antécédents distincts dans D. f i+1
6. Soit de D z iyxz +=  avec ∈ ² ),( yx

3

2
²²2

)( z
iz
ziz

zg +
−

−
= = 3²

)2(
)2)(2( zz

iz
iziz

+
−

−− = 3²)2( zziz ++ = 3²2 zizzzz ++ =

)2²(² zizzz ++ = )2)(2²²()²)(²( iyixixyyxiyxyx +++−+++ = 

+ )= 
=

)²(² 33 yyxixyx +++ ))
²)

2²)(²(²2())2(2²( 3 yyxyxiyxyxyx +−+++−−
)²²2²2²3(4²22 333 yyxyxyyxixyxyx −+−+++−− 2²2²4()4²2²2( yxyxiyyxx −++−−  

Donc la partie réelle de  est )(zg )4²2²2( yyxx −−  et sa partie imaginaire . ²2²2²4 yxyx −+
7. Soit M de coordonnées  dans R appartient à Γ si et seulement si ),( yx x =0 (si y≠2) ou 

 donc la réunion de l’axe ( ) privé du point A de coordonnées (0,2) (cor-
respondant au point d’affixe 2i) et de la courbe C d’équation cartésienne 

04²2²2 =−− yyx Oy
1)²1(² −=+− yx  donc 

 1)²1(² =++− yx

8.  C est une hyperbole d’axe l’axe car de la forme )(Oy 1
²
²

²
²

=−
b
Y

a
X  avec  , 1+= yX xy =  

 donc le centre de C est le point A de coordonnées(0,–1) Si on pose 1== ba ²² bac += = 2  

l’excentricité est 
a
c = 2 . Les foyers F et F’ de C ont pour coordonnées (0, 21+− ) et 

(0, 21−− )  car F et F’ sont sur l’axe de l’hyperbole et 2' === cAFAF . 
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Etude d’un polynôme : 
9. Soit Q=  un polynôme de [3

3210 ² XaXaXaa +++ X ] ayant trois racines dans  α1, α2 et α3 
alors (α32 aa −= 1+α2+α3) et (α31 aa = 1α2+α1α3+α2α3) et 30 aa −= α1α2α3 donc comme ici 
comme  alors  et 13 =a 0321 =++ ttt 2321 −=ttt . 

10. (0)=2 donc comme   s’annule sur ]–∞,0[ donc aP −∞=
−∞→

)(lim tPat aP 01<t  de plus 0 n’est pas ra-

cine de . aP
11. Le produit des trois racines est négatif donc soit on a trois racines négatives soit deux racines 
positives et une racine négative. Si les trois racines étaient négatives comme <0 alors la somme 
des 3 racines seraient strictement négative ce qui n’est pas possible. Donc on a deux racines positi-
ves et une négative. Or on a 

1t

2321 =ttt  donc on 1t ≤2 et or 02≠t  donc ≥1 de même ≥1 donc 

comme = +  on a 
2t 3t

1t− 2t 3t 1t− ≥2 donc 1t =2 donc =–2 et 1t 32 tt = =1. 
12. est racine double donc 2t 0)(')( 11 == tPtP aa  donc 0)2²(²3 1 =+− aat  donc 12² =+ aa  donc 

est racine de l’équation  le discriminant de cette équation est 4+12=16 donc les ra-

cines sont 

a 032² =−+ aa

1
2

42
=

+−  et 3
2

42
−=

−−  comme on veut un entier naturel seule la valeur 1=a  peut 

convenir. 
13 Soit tel que :∀t∈  on a :1P 23)( 3

1 +−= tttP 0231)1(1 =+−=P   donc 1 ra-
cine double et  donc –2 racine de  donc  a trois racines dans . 

033)1('1 =−=P
0268)2(1 =++−=−P 1P 1P

 
Etude d’ensembles de Matrices : 
14. est non inversible si et seulement si son déterminant est nul donc si et seulement 

 donc si et seulement si 
yxM ,

02))(( =−+− yyxyx 02²² =−− yyx . 

 , , yxyx MM −× = × =

=(y²–x²+2y)  donc si 
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02²² ≠−− yyx   est inversible et son inverse est yxM  ,

 y,2²²
1

xM
yxy −+−

.

15. Σ n’est pas un sous espace vectoriel de (M2( ),+,.) car  élément neutre de + n’appartient 

pas à Σ. 
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16. M∈J⇔∃ ∈ ² tel que M= = + . Si on pose I=  et 

K=  J est vect(I, K) le sous espace vectoriel engendré par I et K. 
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17.  (I, K) forme une partie génératrice de J. Montrons qu’ils sont libres. Soit  de ² tel que 

 donc =  donc  donc x=y=0 donc (I¸ K) li-

bre donc base de J. Donc J est de dimension 2. 
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18. Soit M et M’ deux éléments de J. Donc il existe  et  tel que M=),( yx )','( yx x I+ K et 
M’= I+ ' K donc  M×M’=(

y
'x y x I+ K)× ( I+ ' K)= I+(y 'x y 'xx )'' yxxy + K+ ' K² car I élément 

neutre de ×. Or K²=I donc M×M’=(
yy

)'' yyxx + I+( )'' yxxy + K et appartient à J. 
Etude d’une application linéaire : 
19. Soit(α,β)∈ ². Soit X et X’ deux matrices de M2( ). 
     ϕB(αX+βX’)=B×(αX+βX’)=αBX+βBX’=αϕB (X)+β ϕB (X’) donc ϕB est linéaire 
20.  
20.a B est inversible car le déterminant de B est non nul. Soit Y une matrice de M2( ). Soit X=B–1Y 
.alors ϕB(X)=B(B–1Y)=Y donc ϕ est surjective. Comme M2( ) est un espace vectoriel de dimension 
finies 4 alors ϕB est également bijective car il y a bijection entre surjectivité et bijectivité. 
 
20.b 

      (E1,1)=BE1,1= = =E⎟⎟
⎠

⎞
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         ϕA (E1,2)=BE1,2= = =E⎟⎟
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        ϕA (E2,1)=BE2,1= = =E⎟⎟
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           ϕA (E2,2)=BE2,2= = =E⎟⎟
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           Donc la matrice de ϕB est  

⎟⎟
⎟
⎟
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⎜
⎜
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21. B n’est pas bijective car son déterminant est nul. Si ϕB était surjective la matrice I aurait un an-
técédent donc il existerait une matrice X telle que BX=I donc alors det(BX)=det(I)=1 donc 
det(B)det(X)=1 donc 0=1 absurde donc ϕB n’est pas surjective donc elle n’est pas également bi-
jective. 
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DEUXIEME PROBLEME 
 
1.  est définie si et seulement si )(xf n xcos2 − est non nul. Or comme pour tout x de  xcos ≤1, 

alors  donc D est égal à . 2cos ≠x
2. Le domaine D de  est symétrique. Soit nf x un élément de D. 

n
x

x
xxfn

−
−

−−
−

=−
)cos(2

)sin()( =
n
x

x
x

+
−

−
cos2

sin = )(xfn−  donc  est impaire. Même chose pour fnf 0. 

3. Soit x un réel quelconque. Si n≠0 )2( π+xfn =
n

x
x

x π
π

π 2
)2cos(1

)2sin( +
−

+−
+ =

n
xfn

π2)( − . La fonc-

tion n’est pas périodique si n≠0. Par contre ∀x∈ , )2(0 π+xf =
)2cos(1

)2sin(
π

π
+−

+
x

x =f0(x) donc f0 

périodique de période 2π. 
4. Soit R(O, i , ) un repère du plan. Soit Cj n la courbe de  dans R. Si on trace la courbe pour nf

x appartenant à [0,π] par symétrie par rapport à O comme est impaire alors on a  également la 
courbe pour 

nf
x appartenant à[–π,0]. Soit un réel. Soit P( ) le point de coordonnées dans R 

( ) ) alors 

t t

(, tft m )2()( π+tPtP = j
n

i ππ 22 −  donc on déduit la courbe de sur [π,3π] par tran-

slation de la courbe de sur [–π,π] et ainsi de suite on a la courbe sur tout . De même pour f

nf

nf 0. 
 
Etude de  : 0f
5.  est le quotient de la fonction sin et de la fonction 0f )cos(2 xx −  qui sont C∞ sur  donc 

est C0f ∞ sur . 

∀ x∈ , 
)²cos2(
1cos2

)²cos2(
)(sinsin)cos2(cos)('0 x

x
x

xxxxxf
−

−
=

−
−−

= . 

6.  est même signe que  or   

>0⇔

)('0 xf 1cos2 −x

1cos2 −x
3

cos
2
1cos π
=>x ⇔

3
π

<x  car cos  est strictement décroissante sur [0, π] 

Donc  pour x∈[0,π] ) >0⇔ ('0 xf
3
π

<x  

7.  
x  0  

3
π  

 π  

)('0 xf  1 + 0 – 
3
1

−

)(0 xf  0 ↑ 
3

1 ↓ 0 

 
 

)
3

(0
πf =

)
3

cos(2

)
3

sin(

π

π

−
=

3
1

3
2

2
3

2
12

2
3

==
−

. 
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8. En regardant le tableau de variations de  on remarque :∀x∈[0,π] 0≤ ≤0f )(0 xf
3

1  du fait que 

 est impaire on a : ∀0f x  ∈[–π,0] –
3

1
≤ ≤0 donc le maximum sur [–π,π] atteint par  

est 

)(0 xf 0f

3
1  et son minimum est –

3
1 . Comme la fonction  est périodique de période 2π ce sont le 

maximum et le minimum atteint par  sur  donc : ∀

0f

0f x∈  
3

1)(0 ≤xf  donc le maximum de 

0f  est 
3

1 . 

Etude d’une primitive de . 0f
9.  est la dérivée de la fonction :sin xx cos2 −  donc une primitive de  est 

l’application F : )  F est bien définie sur . 
0f

cos2ln( xx −

∫ −
3

0 )cos(2
)sin(π

dx
x

x =F(
3
π )–F(0)= ))0cos(2ln())

3
cos(2ln( −−−

π =
2
3ln  

10. Vu les théorèmes de cours sur les équations différentielles les solutions de l’équation différen-

tielles (H) sont les fonctions de la forme : =))cos(2ln()( xxF eex −−− = λλ
xcos2 −

λ  où λ  est un ré-

el quelconque. 
11.  On cherche une solution particulière  de (E) telle qu’il existe a et b de ² tel que : 

∀
y

x∈ ,y(x)=a cos(x)+b  ∀ x∈ , y’ (x)=–asin(x) donc  est solution de (E) si et seulement si :  

∀

y

x∈ , –asin(x)+sin(x)
)cos(2

cos
x
bxa

−
+ =2  donc si et seulement si : 

∀

xsin

x∈  –asin(x)(2–cos(x))+asin(x)cos(x)+bsin(x)=2sin(x)(2–cos(x)) donc si et seulement si : 
∀x∈ , (4+2a–b)sin(x)–(2+2a)cos(x)sin(x)=0 Donc il suffit de prendre 

⇔   

donc une solution particulière de (E) est 
⎩
⎨
⎧

=+
=−+
022

024
a

ba

⎩
⎨
⎧

=
−=
2
1

b
a

2)cos( +− xx  donc les solutions de (E) étant 
somme d’une solution générale de (H) et une solution particulière de (E) sont les fonctions de la 

forme 
x

xx
cos2

)cos(2
−

+−
λ  où λ  est un réel quelconque. 

12.  est de la formeh
x

xx
cos2

)cos(2
−

+−
λ   et (0)=1 donc h

12
1

−
+

λ =1 donc λ=0 donc : 

∀x∈ , =2–cos(x). )(xh
 
Etude d’une courbe polaire. 
13. Soit θ  un réel 

=−+−−=−=− ))sin())(cos(()()( 00 jifufOM θθθθθ θ jfif )()sin()cos()( 00 θθθθ +−  donc 
)(()( θθ MSM oy=−  donc on a une symétrie par rapport à l’axe des  )(Oy
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14.   
2
1)

2
(0 =
πf  donc jiOM )

2
sin()

2
[cos(

2
1)

2
( πππ

+= ]= j
2
1 La tangente T en 

2
(πM ) est dirigé par 

le vecteur ))
2

cos()
2

sin()(
2

()
2

sin)
2

)(cos(
2

(' 00 jifjif ππππππ
+−++ = ij

2
1

4
1

−− . 

Donc on est amené à chercher l’équation de la droite passant par le point de coordonnées (0, 
2
1 ) 

et dirigé par le vecteur de coordonnées u  (
4
1

− ,
2
1

− ). Donc  appartient à T si et seule-

ment si 

),( yxP

)  ,)
2

((det uPM π = 0
4
1

2
1

4
1

=−+− yx  donc une équation de T est . 12 =+− yx

15.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Etude la fonction 
))cos(2(

)sin(:
xx

xxg
−

→  

16.  est définie pour . )(xg 0≠x

17. 1sinlim
0

=
→ x

x
x

 donc . 1)(lim
0

=
→

xg
x

18. )(
6

sin 4
3

xoxxx +−=  donc )(
6
²1sin 3xox

x
x

+−=  

)(
2
²1

)(
2
²1

1

)(
2
²1(2

1
)cos(2

1 3

33
xox

xoxxoxx
+−=

++
=

+−−
=

−
 donc 

)(²
3
21))(

2
²1))((

6
²1()( 333 xoxxoxxoxxg +−=+−+−=  

19. g  admet un DL d’ordre 3 donc un Dl d’ordre 1 donc est dérivable en 0 et (0)=0. 'g
20. g  est strictement décroissante sur [0,π] car sa dérivée est strictement négative et comme elle est 

continue elle est bijective entre [0,π] et g ([0,π])=[ π),(g g (0)]=[0,1]. 
 
Etude d’une suite qui annule  nf

21.  Si  vérifie (a)=0 alors  donc a )(afn )(0 anfa = aa = = )(0 afn ≤ 3n  car : 

   ∀x∈  )(0 xf ≤ 3 . 

22.  0 et ∈]0,π] ⇔)( =nn xf nx
n
xxf n

n =)(0  et ∈]0,π]⇔ nx
n

xg n
1)( =  et ∈]0,π]⇔ =nx nx

n
h 1( ). 

23. Comme est continue et que :h 01lim =
+∞→ nn

 alors 1)0(lim ==
+∞→

hxnn
. 
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CONCOURS COMMUN 2006 
DES ÉCOLES DES MINES D’ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES 
 

Premier  problème 
 
Étude d’une fonction de  dans   Total de cette partie : 21 points. 
1. 1.  
2. 3. 2 points pour les racines du discriminant et 1 pour les 

antécédents. 
3. 3. 2 points pour le nombre d’antécédents, 1 pour ils sont 

différent de 2 . i
4. 2. 1point pour l’image, 1 point pour surjective. 
5. 1.  
6. 3. 1 point pour partie réelle, 2 pour partie imaginaire. 
7. 3. 1 point pour la droite, 1 point pour C, 1 pour le point 

retiré. 
8. 5. 1 pour nature de C, 1 point pour le centre, 1 point 

pour les axes, 1 point l’excentricité, 1 point pour les 
foyers. 

Étude d’un polynôme  Total de cette partie : 10 points. 
9. 2. 1 point pour  et 1 point pour . 321 ttt 321 ttt ++
10. 2.  
11. 3. Moduler les points suivant les réponses des élèves. 
12. 2.  
13. 1.  
Étude de 2 ensembles de Matrices  Total de cette partie : 10 points 
14. 3. 1 points pour la CNS , 1 points pour le produit 1 point 

pour l’inverse. 
15. 1.  
16. 2.  
17. 2. 1 point pour dimension, 1 point pour la base. 
18. 2.  
Étude d’une application de M2( )  Total de cette partie : 11 points 
19. 2.  
20.a 3. 2 points ϕ  surjective, 1 point ϕ  bijective. 
2a.b 3. Mettre 1 point si l’étudiant indique qu’il cherche 

ϕA(E1, 1) ϕA(E1, 2),ϕA(E2, 1), ϕA(E2, 2) 
22. 3.  2 pour surjective ,1 pour bijective. 
Total premier problème 52  
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Deuxième problème 
 
Généralités sur  nf  Total de cette partie : 6 points. 
1. 1  
2. 2  
3. 1  
4. 2.  
Étude  de  0f  Total de cette partie : 8 points. 
5. 2 1 point la dérivabilité, 1 point pour la valeur de la dé-

rivée 
6. 2.  
7. 2 1 point pour le tableau, 1 pour la courbe. 
8. 2  
Utilisation d’une primitive de  0f  Total de cette partie : 9 points. 
9. 3 2 point pour la primitive, 1 point pour le calcul. 
10. 2  
11. 2 1 point pour la solution particulière, 1 point pour la 

solution générale. 
12. 2  
Étude d’une courbe polaire  Total de cette partie : 8 points. 
13 2  
14. 3  
15. 3 Moduler les points. 
Étude de la fonction g   Total de cette partie : 9 points. 
16. 1  
17. 2  
18. 3  
19. 1  
20. 2  
Étude d’une suite qui annule  nf  Total de cette partie : 8 points 
21.  2  
22. 3  
23. 3  
Total deuxième problème 48  
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