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CORRIGE

PREMIER PROBLEME :
PARTIE I :
1) L’ensemble de définition D de f est | — 1,0[U]0, +oo].

z? In(1+4+ =2 z In(1+=z
2) On a au voisinage de 0 : In(1 + ) = x — 74— o(x?). On en déduit : ¥ =1- §+0(m) donc lim ¥ =

x—0

donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1. De ce fait on a D' =] — 1, +00[.

3) Le développement limité précédent prouve que f est dérivable en 0 et que f/(0) = f%.

Il est clair que f est de classe C' sur D en tant que quotient de deux fonctions de classe C' avec le dénominateur non
nul sur D.

2 —1In(1+2) x—(1+x)(x—m—2+o(12)) —””—2+0(:CQ)
_ Ix _ 2 _ 2 _
De plus Vz € D f'(z) = —= = = 207 ) = 2012 — —2 donc on a : ilil%f/( x) =
£/(0) donc f’ est continue en 0 ce qui assure la classe C* de f sur D’.
, s —In(l+2) | _ )
4) Ve € D, f'(z) = I E— est du signe de k(z) =z — (1 + z)In(1 + ). On a alors k¥'(z) = —In(1 +z) >
0 x<0dou:
x -1 0 +00
K'(x) + | -
0
donc Vz €] — 1, +o0[ k(z) < 0 donc f est décroissante
T -1 ~+o00
') [ -
400
@ || T —
0

5) a) D’apres les résultats obtenus & la question précédente, lorsque 0 tend vers +o0o, p tend vers 0 donc la courbe présente
une branche spirale, avec le point O comme point asymptote.

0
De plus on a p/( ) =
P (0)

dans le repere local.

—2 donc au point de parametre 6 = 0 la courbe présente une tangente correspondant a tanV = —2

Inu
1sinu ~ —uln(u) — 0. La courbe admet donc une

b) Y(0) = p(0)sin(0 +1); on pose u = 6 +1 — 0 dotr : ¥ = —

asymptote d’équation Y=0 dans le repere polaire correspondant & # = —1.

¢)



PARTIE II :
6) L’intégrale précédente est bien définie car la fonction f est continue sur [0,1].

7) La somme proposée est géométrique de raison -t, et puisque ¢t € [0, 1], la raison n’est pas égale & 1, donc la formule
donnant la somme des termes d’une suite géométrique assure le résultat.

8) On integre la relation précédente sur le segment [0,1] sur lequel elle est valide :

Pn(x) - /OJL(]-LH - %)dt = 111(1 + $) - /OJL (1_j):dt

—t)"
( +) |dt d’apres I'inégalité de la moyenne, puisque = > 0.

o) 1Ru(o) < [ 1

donc |R,(z)] < / t"dt car Vt € [0,2] 1+t > 1.
0

InJrl

d R, <
onc |R,,(z)] o

10) Il est clair que le polynome @, est dérivable, et que P, (z) est égal & 2@/, ()

T In(1+t¢
11) L’application G : & — Qn(x) — / ¥dt est dérivable sur [0,1] et on a G'(x) = g,(x) d’aprés 10) et d’apreés 9)
0

™ 1

< <
|g”(x)|\n+1\n+1
ln(1+1¢) ! ! Logn 1
d’ou : |@Qn(1) — Qn(0) — ——dt| =|G(1) = G(0 n(x)dz| < n(x)|de < dr < d’ot
o Q1) = @u(0) = [ =2t =160 =60 = | [ gn(wel < [ lgu(olde < [ Lde < sz o

| =
le résultat. On en déduit par majoration lim @Q,(1) = L.
n—oo

1
12) Pour obtenir la précision voulue, il suffit d’aprés la question précédente d’avoir : (Jril)Q < 1074 soit n 4+ 1 > 102
n
c’est-a-dire n > 99.



PARTIE IIT :

13) f est indéfiniment dérivable sur |0, +oo[ en tant que quotient de fonctions usuelles de classe C*° sur |0, +oo[ puisque
le dénominateur ne s’y annule pas.

1 In(1+=2
14) On a déja obtenu : f/(z) = T2 (552 ), donc :
PYR 2 —2rl(l+1) ~2-3r 2l +)
. 22(1+x)? x? C22(1+1x2)? a3
15) Les calculs de la question 14 montrent que le résultat est vrai pour n=1 et n=2 en posant : T1(z) = 1, a1 = —1,

To(x) = —2—3x et ag = 2.

T (x
Supposons que le résultat soit vrai pour un entier n non nul et montrons-le au rang n+1 : On a f(n) (z) = ﬁ
x)"ramn
In(l+ 2z

an¥ donc en dérivant :

I-nJrl

T () +2)"a" = Ty(2)(na" "' (1 + 2)" + n(l +2)" 'a")
f(n+1)(x) _n
(1 + x)2nx2n
n+1

z —(n+1Dz"In(l +x

+an 1+x ( ) ( )

x2n+2

- T(x) I+ )z — To(x)(2nz +n) + an(l+2)"  an(n+1)In(l +z)
- (14 z)ntign+l N n+2

d’ou le résultat en posant T,,41 = T}, (2)(1 + 2)z — To(x)(2nz + n) + an (1l + )"

et apy1 = —an(n+1).

16) On raisonne par récurrence :
Pour n=1 et n=2 les calculs de la question 16 prouvent que les coefficients sont entiers pour 7} et T5.
Supposons que pour un entier n non nul les coefficients de T}, soient tous entiers.

Les coefficients de T), sont alors entiers eux aussi et le lien qui relie T,,41 & T), et T), prouve alors que les coefficients de
T,+1 sont entiers.

17) Utilisons la formule de Leibniz avec les fonctions g(x) = In(1 + z) et h(z) = L

On obtient : f(™(z) = Zn: (Z)g(k) (z)h (=R (z)

k=0
E—1)! k!
. _ 1 i ok _ k-1 k) _ k

Orona: g'(z) = 4 puis g™ (z) = (1) l)m et h®) = (—1)( )(x)—k"‘l

n k—1)! (n—k) (=1)"n!ln(l +x)

M) (g) = ny(_ (kfl)(i —1)(n—k)
donc f (1’) - kgl(k)( 1) (1 i $)k( 1) ($)n_k+1 Ln+l
n (14 n—k k-1
donc Ty, (z) = (=1)(*Dn! 3 u
k=1 k

On vérifie ce résultat pour n=2 : la formule donne : T,,(z) = —2(1 + z) —z = —2 — 3z ce qui correspond bien a la valeur

de T5 obtenue.



SECOND PROBLEME :
PARTIE I :

1) On remarque que ‘A = A donc 'A.A = A% = A.'A donc A vérifie la relation (1)

De méme on remarque ‘C = —C donc !C.C = —C? = C.!C donc C vérifie la relation (1)

e[ 3] (4 2]

On en déduit que selon la parité de n on a A” = A ou A™ = I. Dans les deux cas ces matrices vérifient la relation (1)

3) Pour montrer que A est inversible il suffit de prouver que son déterminant est non nul :

det(A) = } (1) (1) ‘ = —1 # 0 ou encore puisque A? = I, A est inversible d’inverse lui-méme.
— — — —
4) Par définition de la matrice d’'un endomorphisme dans une baseona: u(i)= j etu(j)= i

: (oo - = - = .
u est donc bien une symétrie car uowu( ¢ )= i etuou(j)= j donc uou=idg.

ensemble des vecteurs invariants : V (§) est invariant par u ¢ AV =V & ()= (Y) cr=ye V= (%) <V eR()

Y
5) U vérifie la relation (1) car comme pour la matrice A elle est symétrique.
Montrons : Yn € N*, U™ = 2" par récurrence :

Pour n=1 le résultat donne U = 29.U donc est vrai

Supposons que pour un entier n on a U” = 2"~ 'U et montrons la relation au rang n+1 : U"*+! = U.U" = 2"~ 1.U? par

hypothese de récurrence; Or U? = [ 1 i }[ 1 i }{ ; ; ]QU. Don Untl =2n=12U =2"U

Les puissances U™, vérifient donc(1) puisque ce sont les mémes que U & une constante multiplicative pres.

0 0

6)A+C’{g 8]donc(A+C).t(A+c)[O 4}ett(A+C)'(A+C){4 0]

0 0

Cela prouve que A+C ne commute pas avec sa transposée doncona: A€ FE ,C € Eet A4+ C ¢ E. Cela contredit la

stabilité de E par somme donc la structure d’espace vectoriel.

a cHa b}_[aQJch ab+dc]

b d | ab+de b2+ d2

t —
7) MM_[ o

2 12
De méme on obtient : MtM = [ a”+b° ac+bd ]

ac+bd &+ d?

ac+bd =ab+dc b= b= —c
232 2 22 = i -
Done M € E « 22122 ;Zgigg <j{ac—i—cd =ac+dc Oublen{ac—cd = —ac+dc
b= eM=|% “|oublenM=|% "€
d = —a c d c a
10 00 0 1 . 10 0 -1
8)DoncM€Vect([O O]’{O 1],{1 0})oub1enM€Vect({0 1],{1 0 ])

E est donc bien la réunion de deux espaces vectoriels

1 1 0 -1 1 -1
9)CalculonsU.C—{1 1],[1 0]—[1 1]
Montrons qu’alors cette matrice n’est pas dans E5 car ne commute pas avec sa transposée :
1 -1 1 11 2 2 ¢ 1 1 1 -1 | 2 =2
1 1] -1 =1 " [22]|%] =1 <11 1|7 | -2 2

On n’a donc pas la propriété proposée puisque U et C en donnent un contre-exemple.

< b=c ou bien



PARTIE 1T :

0 1 0
10) Par définition, la matrice S est : S = 0 0 1
-1 0 0
0 1 0 0 10 0 0 1
11)s?2=| 0 0 1 0 01 |=|-1 0 0
1 00 -1 0 0 0 -1 0
0 10 0 0 -1 100 0 0 -1 0 10 100
S.tS = 0 01] 10 O]z 01 0|et!SS=|110 0 0 01 |=]01 0] donc
-1 0 0 01 0 0 01 01 0 -1 0 0 0 01
S € E3
0 0 1 0 -1 0 100 0 -1 0 0 0 1
Deméme: S21(S?)=| -1 0 0 0 0 -1 =[]0 1 0]|etfS?).5? 0 0 -1 -1 0 0
0 -1 0 10 0 0 01 1 0 0 0 -1 0
100
0 1 0 | donc 82 ¢ E5
0 0 1

12) 'R.R = (al3 +b'S+c'(S?)).(al3 +bS +cS?) = (a? + b2+ )3+ a.b(S+1S) +a.c(t(S?) + S?) + b.c(S.(S?) + S2.19) =
(a® + b+ )3 +ab(S+'S) + a.c(t(S?) + S?) + b.c(S +t 9)

et RIR = (al3+bS+cS?).(al3+b'S+ct(S?)) = (a®+b*+c?) [3+a.b(S+1S)+a.c(t(S?)+5?) +b.c(S.1(S?)+5%.1S) =t R.R
donc R € Ej5

13) Notons F = Vect(I3, S, 5?%) = {alz + bS + ¢S?, (a,b,c) € R3}. D’apres la question 12, toute matrice de F commute
avec sa transposée, donc F' C FEj.

a b ¢
Deplus:al3 +bS+cS?=0<= | —¢ a b | =0<=a=>b=c=0donc la famille (I3, S, S?) est libre et F est
—-b —c a

bien un espace vectoriel de dimension 3 inclus dans F3

14) Soient (a, b,c) et (d, e, f) deux éléments de R3 et soit R = alz +bS +cS? et T = dI3 +eS + fS? .

R.T = adlz+ (ae+bd)S+ (af +be+cd)S?+ (bf +ce)S® +cf S* = adlz + (ae+bd)S+ (af +be+cd)S? — (bf +ce)ls —cfS
car on prouve aisément que S® = —I3. Donc R.T € Vect(I3,S,S?) = F et F est bien stable par multiplication.

PARTIE III :
1 -1 1 1 1 a 1 1 4 a+1 0 0
L ~la 0 0 1 -1 0 0 1 | |a+1l a*+1 a—1 a+1
15) Calculons : 'B.B = 1 0 o0 -1 1 0 0 -11°7 0 a1 9 0
1 1 -1 1 1 1 -1 1 0 a+1 0 4
1 a 1 1 1 -1 1 1 34a>2 0 0 a+1
-1 0 0 1 a 0 0 1 0 2 =2 0
t _ — ) A —_ _
B'B = L 0 o0 -1 1 0 0 -1 |7 0 9 9 0 douBe By <—a=-1
1 1 -1 1 1 1 -1 1 a+1 0 0 4

16. On effectue des opérations sur les colonnes de B, ce qui laisse stable son rang :

1 -1 1 1 1 0 0 0 1 0 00
-1 0 o0 1 1 -1 1 2 -1 -10 0| .. B
rgB)=rg| | g o _1|=™| 1 1 1 2|="| 1 1 o o|ourgB)=3
1 1 -1 1 1 2 -2 0 1 2 0 4

Les deuxieéme et troisitme colonnes de B étant opposées, le vecteur ez + e3 est dans ker(u) donc forme une base de ker(u)
puisque d’apres le théoréme du rang, dim ker(u)=1

les trois vecteurs colonnes non nuls de la matrice obtenue ci-dessus forment alors une base de Im(u), soit : (e7 — e3 +

e e = — —
€3+ eq,—es + es +2eq, €4)



1 -1 1 1 1 -2
1 0 0 1 1 -2
17. On utilise une notation matricielle pour ce calcul 1 0 0 —1 4| = 9
1 1 -1 1 -1 2
On remarque alors que u(e; + e — ez — e4) = —2(e] + e — €3 — €4)
1 -1 1 1 2 1 -1 1 1 1 2
18 -1 0 0 1 o] |0 ¢ -1 0 0 1 -1 | -2
110 0 - ol "o 1 0o 0o -1 1|7 2
1 1 1 2 1 1 -1 1 -1 -2

On constate que 1es images sont égales aux doubles des vecteurs

19) Le premier vecteur est dans ker(u), pour les autres, leurs images sont des multiples d’eux-mémes donc on obtient :

0 0 00
Mateo(u) = 8 52 g 8 . Notons-1a A.
0 0 0 2

La formule de changement de base pour un endomorphisme nous donne alors la relation B = PAP~! avec

0 1 1 1
P = Pass(B,C) = 1 jl 8 711
0 -1 1 -1

20) Par récurrence sur n :

* le résultat pour n=1 résulte de la question 19)

* supposons-le pour un entier n > 1

* pntl = B.B" = PAP L. PA"P~! = PAA"P~! = PA"1 P~1 d’ol1 le résultat & I'ordre n+1.

A étant diagonale, on calcule aisément ses puissances; Pour n=2p, on constate alors :

0 O 0 0 00 00
0 222 0 0 0 4 00
2p _ — 92p—2 — 92p—2 2
A 0 0 22 0 2 10 0 40 2 A
0 0 0 2% 0 0 0 4
Donc B2 = P(227=2 A2)P~1 = 22r-2pA2p-—1 = 92232
0 0 0 0 0 0 0 O
0 2%+l 0 0 0 -2 0 O
2p+1 — 92p — 92p
On a alors A 0 0 92p+1 0 2P, 00 2 0 2°PA
0 0 0 22p+1 0 0 0 2

d’ot1 on obtient de méme B2+l = 22PB.



