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Premier probléme.

Partie 1
1. L’équation linéaire du premier ordre s’écrit : 2’ = —ztht ; or une primitive de —th¢ est
(e A
—In(cht) ; donc 34 € R/ z(t) = Ae ™™ ou z(t) = Ve
c
1
2(0) =1 A=1,dou 2 (t)=—-
cht

2. L’équation sans second membre a déja été résolue au 1.

La recherche d’une solution particuliére par la méthode de variation de la constante donne,

A(t)  A'(¢)

‘cht cht

jtth tdt =tcht — .[ch tdt = tcht —sht; une solution particuliére est donc

z = fcht—shi t —tht ; d’ou la solution générale : z = i-‘r t—tht (41eR).
cht cht

2,(0)=0= A=0,dou z(t)=t—tht.

en posant z = =ttht, soit A'(t) =tsht ; une intégration par parties donne :

Partie 11

3. L’arc est défini sur Ret de classe C” sur R.

De Vte R x(—t)=-x(t) et y(—t) =y(t), on déduit que I’axe des ordonnées est axe de
symétrie de (') ; on fera donc I’étude pour z >0.
4. Lorsque t > +0 tht > 1 ; donc z(t) > +%; cht— 400, donc y(t) > 0, ce qui

montre que ’axe des abscisses est asymptote a (T").

1 _ch2t—1_sh2t

z'(t)=1- = =
5. ®) ch?t ch?t ch?t
sht
rt - _
y'(®) ch?t
t {0 +00
z' |V +
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6. %(O) = 0. Le point A(0,1), obtenu pour ¢ =0, est donc un point stationnaire. De

Y, 2" =2(cht)” sht
dt’

T 0
ddi\f (0) _q i par suite, la tangente en A est

" __ _Ch2 t + 2 Sh2 t Y on dédult

ch® ¢
verticale ; c’est donc I’axe des ordonnées. Compte tenu de la symétrie de la courbe pour

cet axe et des signes de z(t) et y(t), le point A est un point de rebroussement de

premiére espéce.

7.
a) De ch’t—sh’t =1, on déduit ch’t =1+sh’t =2, dou (cht>0) cht=+2,
T PR S, thtzﬂ et ¢ =cht+sht=1++2,dot t =In(1++2).
cht 2 2
b) Le coefficient directeur de la tangente en M (t), (M # A), est
y'(t) —sht ch’t 1 . .
m(t) = = . = — . Ainsi m(t)=-1<sht=1, soit t =In(1++2) ;
2 z'(t) ch®t sh’t sht ®) ( )
d’'ou B 1n(1+\/§)—£7 v2)
2 2
La tangente en B a pour équation : y —y, =m(t)(z —z;), soit |y = —:1:+ln(1+\/§>.
8.

a) De

ch?t| -1
sht

-1

d

S TeaITa ht
d(OtM) (1) - b [S

], on déduit qu’un vecteur directeur de la tangente en

M (t) est u(t) (méme pour t =0). Notons A, la tangente en M (t) a (T).
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r—t+tht
N(z,y)e A, < (W,ﬁ(t)) est lice & det(M—N,ﬁ(t)) =0, soit 1

|
cht
soit [z + ysht =t|
b) Pour y=0,il vient N 0 De WL , on déduit
cht
2 2
= (] L B e
cht ch™t ch™ t
Partie II1
10. Notons que ¢ — —— étant continue sur [0,z], I, (z) existe pour tout réel z.
h" ¢
Le changement de variable u = ¢’ donne 2—1: =e' et
v 2dt du du e du e
Il(x)zj() T —2I l - D = [2 Arctan z ]|
u
D’ou |1, (z) = 2 Arctan (e") — 5
1. L = gftz[tht];”:thx I,(z) = tha|
c
12.
) ‘ : dt Lchitdt D)
a) Intégrons par parties [, (z) = L) e L) Ty , en posant u = (cht) ,v' =cht,
donc u' = —(k+1)(cht)"™? -sht, v=sht, en remarquant que u et v sont de classe C"
sur [0,z].
Il vient :
sht " + sh®t shz ch’t —
fe® = [Ml #(E], g = g Tk nj, h“2
shx v dt v dt shz
= Chk+1 T + (k + 1) [-[O Chk, T - J.O Chk+2 x} = Chk+1 T + (k + 1) [[k (:E) - Ik+2 (:E)]
h
Dot kI, (z) = —}Sﬁl—f +(k+1)1,., @ oul|(k+1)1,., @ = kI, (x)+ SAf
ch" z T
, h
b) Pour k=1, il vient : 21, = I, +Sh—2$, soit |1, (z) = Arctan(e'”)—£+ > f
ch”z 4 2ch’x
h
Pour k=2, on obtient : 31, = 21, + 2% [, () = 2 tha + 20
ch® z 3 3ch’ x
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13.

a) On a Ik(—x):j 7

- — - Le changement de variable défini par u = —t, du = —dt donne
0 ch"t

@ —du ¢ du
L(-p)=| ———=—-| ———=-[,(x) VzelR, cequi montre que I, est une
' -[0 ch® (—u) IO chfawy F d e

fonction impaire.

b) Comme ¢+

7 est continue sur R, I, est dérivable, donc continue sur R
c

(intégrale fonction de la borne du dessus), de dérivée I, (z) =

ch’z
c) Cette dérivée est de classe C* comme inverse d’une fonction de classe C” qui ne

s’annule pas ; par suite, I, est de classe C” sur R.

, 1 " 4 _k h
14. Ona:|I, (x)=——s| I, (x)=-kch™ " z-shz, soit |], (I):—]il$ et
ch' z ch™ z
m . " k‘ k‘+1 h2 k
I, (x):l{:(k+1)Ch_k_2x-sh2:17—kch_k_lxchaz,d’ofl I, (»)= ( ,st L — |
ch™ x ch" z

15. Comme I, est de classe C® sur R, elle admet un développement limité d’ordre 3 au

voisinage de 0, donné par la formule de Taylor-Young :

2 3
I (x)=1, (O)+%Ik' (O)+%Ik (0)+%LC (0)+0(x3), soit, puisque

3

1,(0)=0,I/(0)=11"(0)=0,1," (0) = =k, |I, (@) = 7 — k% +o(z")

16. De I,/ (2) =

— >0, on déduit que I, est une fonction strictement croissante.

ch’z
17.
a) De cette croissance stricte, il résulte que : n<n+1=1 () < I (n+1), soit

Vn o u, <u,; ()., est donc strictement croissante.

b) Comme e >0, on a L t24<f2 ,soitig%’t.
cht e +e’ e +0 cht

n dt n . LT . k"
Comme n >0, u, = j-o P <L (26_t )k dt, ot u, <2' .[O e dt, u, <2 {—%} ;

0
_ 2! . 2!
finalement : u, <—[1 —e "k] <—-
k k
La suite (un )n> ,» Croissante et majorée, est donc convergente.

18.

a) Le méme raisonnement (remplacer n par z), prouve que pour z > 0,
k

I (D) <j;(2@‘t)k dt, dott Vo >0 I (1) <%-

La fonction I, , croissante et majorée, a donc une limite finie lorsque z — +o

(théoreme de la limite monotone), d’ou 'existence de J, Vk e N'.
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b) Il(x):2Arctan(ex)—%92%—%(m—>+oo) ; ainsi |J; =

I, () =thz = 1(z - +0) ; ainsi .

o | N

k 1  shz
¢) Ona: [ ,(»)=—1@ +———.
4 i k1t k+1ch™ g
6.1?
shz P shx e\
Or, lorsque z — +o0, [, () = J,, R (e‘” jkﬂ ; donc e by — 0.
2
On déduit, en passant a la limite lorsque * — 40, |J,,, = mJ il
+
On en déduit, en donnant a k les valeurs 2,4,6,... que J, = gJ2 = 2, 6 = 4 4= QX4.
3 3 5) 3x5

2x4x6x--x(2p—2)
3><5><7><---><(2p—1).
Cette relation est vraie pour p = 2. Supposons la vérifiée pour p >2 ; alors, pour
k=2p,il vient J, , _ 2 b = 1x3x--x(2p-2)(2p)
2p+1 2x4x-x(2p-1)(2p+1)
_2x4x6x--x(2p—-2)
2p_3><5><7><---><(2p—1)'

On conjecture donc que, pour k pair (k =2p), p >2, J, =

Ainsi, |Vp >2

Remarquons

7 [2X4X6X"-X(2p_2)]2 |:2p—1(1X2X3X...X(p_1))]2
ue : = = .
A = o W 3 xdx - x(2p—2)(2p - 1) (2p —1)!

92p=2 [(p _ 1)!]2 . .
Donc |J,, = Vp € N'| (encore vrai pour p =1).
(2p-1)!

. . . . 1 3 1x3

De méme, si k est impair (k=2p+1,peN), J, = EJI’ Js :ZJB =5 4J1 ; on prouve
X

de méme par récurrence sur p que :

7 :1><3x5><---><(2p—1)J:1><3><5><---><(2p—1)-£

2 2x4x6x---x(2p) 2x4x6x--x(2p) 2
7T
2

Remarquons que : J, ., = — x3x4x--x(2p-1)(2p) |

2p+1 T

_en)x
(2"p!)" 2

[2><4><6><--~><(2p)]2

2p)!
D'ou |J,,,, = %f Vp € N| (encore vrai pour p =0).
27 (p!) 2
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Deuxiéme probléme

Partie I

a) FE est inclus dans 'ensemble M, (R) des matrices carrées d’ordre 2 qui est un espace

vectoriel sur R.

10 0 0 0 1
Posons M, = 0 O,MQ: 0 1,M3: 0 ol

a ¢

Alors [O b

) =aM, +bM, + cM,, ce qui montre que E est le sous espace vectoriel de

M, (R) engendré par la famille B = (M, M,,M,).
a c 0 0
b) De plus, si aM, +bM, + cM, =0, alors (0 b]:(() Oj,domc a=b=c=0 ;cequi

montre que B est libre.

On en déduit que E est un espace vectoriel de dimension 3, de base B .

) a c\(a aa' ac' +cb'
a) V(M,M'YeE* M-M'= o ollo vl o - eF

b) FE est inclus dans 'anneau M, (R) des matrices carrées d’ordre 2 et

V(M,M'Ye E* M -M'eE (car E est un espace vectoriel), MM' € E et

0 1

0 1)1 1 1 1)0 1
] 9 9
¢) Remarquons que 0o ollo 2 # o 2llo ol ce qui montre que ’anneau F n’est

10
I, = ( ] € E ; il en résulte que E est un sous-anneau de M, (R) : E est un anneau.

pas commutatif.

a ¢

. Pour toute matrice M = (0 b

Jde G,ona det(M)=ab#0 (car a#0 et b#0), ce qui

montre que M est inversible.

G est donc une partie non vide du groupe GL, (R) des matrices d’ordre 2 inversibles.

!

aa' ac' +cb'

De plus, V(M,M') e E* ]\I-M':[0 -

],avec aa’ >0 et bb' >0, car
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a>0,a">0b>0,0 >0, ce qui prouve que MM' € G .

1
a==—caraz0

aa' =1 a
En outre MM' =1 < {bb' =1 = b'=%carb¢0

i r_
ac'+cb' =0 cb’ c

C

1 a
b
Par suite, (G,-) est un groupe (sous-groupe de (GL, (R),-).

1
Donc M =19 ab eG (carl>0et%>0).
0

Partie 11

a) La relation donnée est vraie pour p =1. Supposons-la vérifiée pour p >1 ; alors :

p_ 1P P _pp
a? 2 b Vra e a’ c[ap+ba b }
A" = A’ A donne : A" = a—>b = a—2>

o N0 0) 1y pret
ap _ bp aerl _ bp+1
Or a” +0b ; = b’ ce qui montre que le relation est vraie pour p +1.
a— a—
a’ - b’
. , a’ ¢
Ainsi, pour tout pe N", et a #0b,|A" = a—-b
0 b”
o’ 2ac a’® 3d’c
b) On obtient : A* = , | A= s |-
0 a 0 a

a’ pa'c
On conjecture donc que A” = ( 0 ) ] Cette relation est vraie pour p =1.

Supposons-la vérifiée pour p >1 ; alors : A" = A”A donne :

a’ pa’'c)(a ¢ a" (p+1)a’e
APH — —
1o a’ 0 al | o a’! .

pa’'c
Par suite, pour a =b, on a [Vp € N AP(O , J
a

Page 8 sur 12



a) Rappelons que : si fest une fonction de classe C"*' sur le segment [a,b], et si K est un

f(b)—g k,a) M| <

| |n+1
—K
T(n+1)!

b) En appliquant cette inégalité & f = exp sur [0,z], compte tenu de f* () =e" et de

f @ - Z(z O 5 (0y —'f O|1n)+

| siz>0 Vitel0,z] ‘f("’”) (t)‘ <e’
K. OI", 5 donc K =¢€"
“(n+1)! siz<0 Vtel[r0] [V <

n k

f(x)—Z%g

k=0

majorant de

fn+1(t)‘ sur [a,b], alors

fM(0)=1, il vient K, soit

n

z"
(x) — —
/ o k!

|.’L'|”+1

ou K =1, constante indépendante de n (z est fixé) et —
(n+1)!

|n+1

Comme lim =0, il vient |lim @, (x) =¢€"|.
n—>+00 (n + 1)' n—>+0

n n P

¢c) Ona: « —1+£+a—2+ + 2 Z B, =1+ pr Z—et
" 1 2! n! =y .’ " ol !

_ 2 g2 _qn n_ P n_ P
y = ¢ [a b+a b +m+a b __c Za__zb_.
a—-b{ 1! 2! n! a-b\imp! 3p!

D701\1 an = ¢n, (a)7 ﬁn = (pn, (b)7 ]/n = Lb(q)n (a) - ¢n (b)) °
a —

Comme, pour tout réel z, e’ = lim ¢, (), on a:
n—>—+00

b
e" —e

a=lima, =¢'||f=1lim B, =¢c'let|y=limy =c

n—>+00 n—>+00 n—>+w a—>b

d) Pour a=b,ona a, = =¢, (a) et

=c l+2_a+£...+nan71 =c 1+£+£+...+L =C (a)
TR TR nl ) 1 2! (n=DF |~ Pt

Par suite, lorsque |[n &> +0  «a, —> €, B —¢€’|et |y, = ce'|

a c et e e —¢
siazb f 0 b= . a b—b
6. L’application fde E vers F est donc définie par :
a c¢ e’ ce'
sia=b f 0 al=| o

0 0 10
a) Remarquons que f ( 0 Oj = ( 0 J # 0, ce qui prouve que fn’est pas linéaire.
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a c a! Cl
b) Soit A=(0 bJ et B = 0 vl

Si f(A)=f(B), alors, dans tous les cas, on a : ¢" = e e =¢”, donc a=a',b="0": par

suite, si a #b,ona a #b'.

e
1% cas : si a # b (et donc a’ #b"), on obtient : a-b |= a' =b" | et,
0 e’ 0 e’

b ! b’
e —e e' —e
=c

a-b  a-b "’

puisque a =a',b =b", ¢ donc (e”’ ;teb) c=c ;dou A=B.

" ,
0 e

_ e’ ce' e’ ce’
2% cas : si a =b (et donc a' =b'), alors 0 =
e

De a=a'" et ce" =c'e", on déduit ¢ =¢" ; ainsi A=B.

Dans tous les cas, la relation f(A) = f(B) entraine A= B ; donc f est injective.

¢) Comme ’élément diagonal e’ de f(A) est strictement positif, des éléments de E
-1 0

0 J est élément de £ et n’a pas

n’ont pas d’antécédent par f: par exemple, [

d’antécédent par f, ce qui montre que fn’est pas surjective.

d) 1l est immeédiat, puisque e >0 et ¢’ >0, que VAe E f(A)e G, donc Imf cG.

!

C

b,JeG,avec a'>0et b >0.

a]!
Réciproquement, soit B = (O

Remarquons que si f(A)= B, alors ¢’ =a',e’ =b'.

Casou a' =0 ;alors a #b.

e’ =a a=1Ina
f(A)=B << =0 < {b=Inb'
a b !_ !
(L) femcohe
a—>b a —b
6(1 Cea al C’ ea - a! a=Ina
Casou a' =0 ;alors a=b. f(A)=B & .= el . e ¢
0 e 0 a ce" =c c=—

Ainsi, VBe G 3J4AeG/f(A)=B, ce qui prouve que G < Im f .

Finalement : |Im f = G .
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a) Premier cas: a #b.

b)

e’ -1 cea_eb uow
Ona: f(A4)-I= a—b | ; posons, pour simplifier, B—]:(O U].Puisque
0 e -1
» wup—vp
a#b,alors u#v.Dou: (B-I) = u—v | et
0 v”

I)
a, —u—7+ 4 (- 1)’11“ —Z( 1)171 =y, (w, b, —Z( 1)p1 —‘//n(")) et

u_

-1)"!

, Soit

a, =y, W =y, (e -1)
bn = l/ln (,U) = l//n (eb - 1)

¢, = < [v, (W -y, ] = c[l//" (e"-1)-y, (eb - 1)]

u—7v

Second cas : a =b.

e -1 ce" uow u’ put'w
B-1= : d’ou, en posant B—1 = , (B=1) = :
0 e -1 0 u (T

n p n n—1
Donc a, =b, = Z(—l)p_1 L, ¢, = wZ(—l)p_1 u' = wZ(—u)p .
p=1 p p=1 p=0
On reconnait dans ¢, la somme des termes d’une suite géométrique de raison —u ;
comme cette raison est différente de 1 (—u=1-¢" = -u#1),0on a:
a, =b, =y, (w=y, (' -1)
(), ,,
¢, =w———>—— Ainsi : 1—-(-1)"u"

" 1+u Cn = ce m = C(]_ — (_1)n (6“ — 1)71,)

Posons f(z)=1In(1+z) ; cette fonction est de classe C” sur [0,400[ et vérifie les

1
hypotheéses de la formule de Taylor & tout ordre. On a f'(x) = Toia ; une récurrence
+x

(k=1
(1+2)
n!
)'n+1 \(1 O)n+1
|IE 0|n+1 '
Sos 1)'71 soit [In(1+z) - l//n(x)|

qui montre que lim (In(1+2z) -y, (@) =0 ou|lim y, (x) =In(1+z)|.

n—>+w0

simple prouve que, Vk >1, f* ) =(-1) : f90) = (=) (k-1)!

Pour ¢ €[0,z] ‘f("”)( )‘ car x >0 ; par suite

In(1+z)— Z(f"’ 0 (- 1)“(k <

, ce
1
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c) Les relations 0 <a <In2 et 0 <b<In2 sont équivalentes & 1<e’ <2, 1<e’ <2 ;on
en déduit 0 <e"—1<1let 0<e’—1<1 ;donc O<u<letO<v<l.

Dans les deux cas : lima, = lim y, (w) =In(1+u)=In(e")=a et

n—>+w n—>+00

limb, = limy, (»W=In(l+v)= ln(eb) =b.

n—>+o

Pour étudier limc_ , on distingue les deux cas :

n

Premier cas: a #b : ¢, ZL[V/H W -y, (W] > 2 (a—b) ; donc
U= u—v
Ce“—eb
a b _
lim ¢, = a—bb (a—b)zce e ? bb:C'
n—>+00 ((ea_l)_(e _1)) a—b e —e€
Second cas :c, = 1w [1-(-D)"u"] > N car, comme |u| <1, u" — 0 ; donc
+u +u
: ce’
lim ¢, =—=c.
n—+0 e

Ainsi, dans tous les cas : |lima, =a,limb, =b et limc, =c|.
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