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Corrigé

PROBLEME 1

1) Sia=b,x=yetdonc le support de I, ; est inclus dans la droite d’équation y = x.
Si t parcourt R, x (et y) parcourent ]0, 1] ; ainsi,

si a = b, le support de I’y est la partie de la droite d’équation y = x délimitée par O = (0,0) (non compris) et
A= (1,1) (compris).

2) Un point (x,y) est sur le support de I';j, si et seulement si (y,x) est sur le support de I’ , :

’ les supports de I'; ;, et de I', , sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x ‘

1 at!
3) Sit>0, fu(t) = ———— d t dérivabl R etsit >0, fi(t) =———5 <0:
) Si Ja(t) T explaln()) onc f, est dérivable sur R et si (1) 52
fa est strictement décroissante sur R ; ‘ De plus, | f,(0) =1 |et tll)rlloo Sfa(t)=01;
on obtient le tableau de variations suivant :
X 0 —+o0
fa(x) -

) | T
l 11

] 1
4) Sll>0,fa(t): 11 11 - fa(?)+fa(t):1 .

5) Ainsi, sit >0, x(%) =1—x(t) ety(%) =1—-y():

11
le support de I, , privé de (1, 1) est symétrique par rapport au point / = (E’ 5) .
6) Voici le tableau de variationsde x et y :
t 0 +oo

1

x() | T~ 0
1

y(t) T 0

YO =y(0) _ 1+
7) Ona—+*——==¢""1
) Ona x(t) —x(0) 1+
point de parametre ¢ = 0.
Par utilisation du centre de symétrie : lignF = (0,0) avec demi-tangente horizontale.

qui a pour limite O lorsque ¢ tend vers O (b > a) : il y a une demi-tangente horizontale au

Voici I’allure localeent =0 et t = o0 :



t = 4o
8 Onafyt)e— 1
7 T4exp(aln(r))’
w oo
Au voisinage de t = 1, enposantu =1 — 1, In(¢) = u — > + 5 +o(u?).
2w
Au voisinage de u = 0, exp(u) = 1 +u+ > + < +o(u?).
In(r))? In())?
On obtient : 1+ exp(aln(r)) = 1 + 1+ (aln(r)) + & “2( g “6( D" 4 o((n(r))?) =
oo a, ., 5 @, 3 ala—1) , ala—1)(a=2) 4 3
2—|—a<u—2+3)—|—2(u —u)+€u +o(u?) =2+au+ U+ s u? +o(u?).
1 a ala—1 ala—1)(a—2 !

Alors:fa(t):2<1+2u+ (4 )u2+ ( 1)2( )u3+0(u3) =

1 a ala—1) , ala—1)(a=2) ; @ , d*(a—-1) 5, @& 4 3 1 a a, a(a*—4)

1= =u— - — S e Nl==(1—-Zu+= 2 T3,

2( 2" 5 12 Wi gutt g tow) | =5 R C R VI

1 —2)(a+2
Finalement, fa(t):E—%(r—l)+%(r—l)2+a(a 4)8(a+ )(t—1)3+0((t—1)3) au voisinage de r = 1
) a ala—2)(a+2)
A = — =
utrement dit, | & 3 et B 23
11, (-1 t—1)> t—1)>

9) Onadoncauvoisinagedet:1,F(t):(§,§)—( 2 )(1,2)+( 8) (1,2)+( 48) (=3,0) +o((t—1)*);
il en résulte que le premier entier caractéristique est p = 1 et que le deuxieéme entier caractéristique est g = 3 ( ; _03 ) ‘ =6#0).

’ le point F (1) est un point d’inflexion ; la tangente en ce point est dirigée par (1,2) ‘
10)  Voici I’allure du support de I'y 5 :




1

T I ! I T
1) (p(O):/O sdi=5 o= [ l—_i_tdt:[ln(lﬂ)]o:ln@) (p(Z)*/O = [arctan(l)]ozz.

12) Si0<x<yetsi0O<r<1,0<1+# <1+r"etdonc fi(r) < f,(r) puis par intégration, @(x) < @(y) :
’ ¢ est croissante sur R ‘

1 1 1 1 P —r
1 i0<x< o= =75 94=| armain?
3 Si0sx<y, o(x) - 90) /o ( 142 l+t>’> ! /0 (14+)(1+1) !

S L pr g 1 _
Donc, |p(x) -~ 90| < [ 'X < [N el [ . } I S
o (1419 +zy x+1 y+1), x+1 y+1  (x+Dy+1)

Comme x+ 1> 1lety+1> 1, on obtient |(p(x)—(p(y)\§/ (t"—)dr <y—x|
0

14)  En utilisant le théoreme d’encadrement, on obtient 1)1313 |o(x) — @(y)| =0: @ est continue a droite en x ;
y>x

et, lim[@(x) — @(y)| = 0 : @ est continue a gauche en y; ceci valant pour tous x et y positifs, | ¢ est continue sur R |
x<y
Remarque : on peut aussi montrer que pour tous x et y réels positifs :

lo(x) —o(y)| < |x—y|

Donc ¢ est 1-lipschitzienne et donc continue sur R .

1 [X
15) Six>0,1—¢ —dt dt soit| 1 — = [ ——dt|;
) Six / o +/ soi o(x) /0 s
terl 1
0< / tf/ t'dt = = .
1+tx 0 1], x+1
1 X
Mais, lim = 0 et par théoréme d’encadrement, lim dir=0et| lim @(x)=1|
1 X

x—r+eo X + x—+oo Jo 141t X—ro0

17)  Onpose u(r) =1 et v(r) = —— s uetvsont de classe C' sur [0,1] et :

(p(x):/olu'(t)v(t)dt: [u(r)v(r)];—/olu(t)v’(z)dt: [Jﬂ};_/olt'(ﬁ;)lzd“ (p(x):;—i-x/ol(l:;()zdt.

1
18) Comme (p(O)fE,onadonc —_

<P(x))c—ép(0) i'_/ollfzx)dtl‘_/()l(( :;x) i)dt.

: p(x)—(0) 1 /1 4r* — (1—|—tx —tx / /] (l_tx)Z
On obtient | —————= — —| = ;< A= .
PO T T b ey 41+tx 41+tx =)o 4
1 (l—tx)z 1T 2t Pl 1 1 ) 2
Mais, dt = — -2 1| = [ I limite 0 en 0.
als/o n 4{2 x+1+ ]0 4<2x+1 x+1+ > 2(x+l)(2x+l)ap0ur imite O en
— (0 1 1 1
Donc, }C%‘(P(X))C_((I))() —al= 0 : | 1a pente de la demi-tangente en (0, 5) est |

19)  Voici ’allure de la courbe représentant ¢ sur R :

o(x),
1

In(2)
1/2

1
20) Onavuquel—o¢(x)= / dt. On opere une intégration par parties sous la forme suivante :

o 1+¢#*

1
on pose, pour x > 0, u(t) = - +In(1+1*) si bien que /(1) = T
X

tx—l
etv(t) =t;onauetvdeclasse C! sur [0,1] et:



1
1—(p(x):/01u'(t)v(t)dt: [1.tln(1+tx)} _/011.1n(1+ff)dt: In(2) _%/Olln(ufth.

X 0 X X

1 1
Mais, si u > 0, 0 < In(1+u) < u par inégalité des accroissements finis ; on obtient 0 < / In(14¢)dt < / dt = e
0 0 x

1 1 /! 1
Ainsi, lim / In(14+¢)dt=0et - / In(1+ ") dt = o(~) au voisinage de +oo.
x—+e0 J X Jo X

, “In(2)
Il en résulte que | @(x) — 1 ol

PROBLEME 2

P\ _ p! p! _ (P! p\_ (pr—1
2 onak(f) =+ i = e = i e <) = ()|

Comme les combinaisons sont des entiers, la question précédente montre que p divise k(llz ) ; mais p € &2 donc p est premier

avec k (1 <k < p—1). D’apres le théoreme de Gauss, | p | <1]Z) .

22)  On opere par récurrence sur a :
e 0 —0=0etdonc p | (0”—-0).
e Soit a € N; supposons que p | (a” —a).

L (p N (P
Alors, (a+1)? — (a+1) :k;) <k>ak—a— 1= /;1 (k>ak—|—a”—a.
Or, p| <Z) pour 1 <k < p—1letk|(a”—a) par hypothese de récurrence. Donc, a | ((a+1)P — (a+1)).

Ainsi, par récurrence, ‘ VaeN, p|(a? —a) ‘

23) Si M a coefficients entiers vérifie Vp € &, p | det(M?), comme det(M?) = det(M)?, p | det(M)P.

Mais, d’apres la question précédente, p | (det(M)? — det(M)).

Donc, Vp € &, p | det(M) : I'entier det(M) divisible par tout nombre premier est nul et M n’est pas inversible.

Réciproquement, si M n’est pas inversible, det(M) = 0 = det(M?) pour tout p de & ; donc p | det(MP). Ainsi,

les matrices M de .#3(IR) a coefficients entiers qui vérifient Vp € &2, p | det(M?) sont exactement les matrices non
inversibles a coefficients entiers.
24)  On constate que <7 est I’ensemble des combinaisons linéaires des matrices :

1 00 0 0 0 0 0 O a 0 0
A=10 0 0],B=10 1 OjJetC=[0 O 1](|O0 b c|=aA+bB+cO).
0 0 O 0 0 1 0 -1 0 0 —c b

Donc, ‘ & est le sous-espace vectoriel de .#3(R) engendré par (A, B,C) ‘

a 0 O
La famille (A, B,C) est génératrice de <7 ; de plus, si (a,b,c¢) € R}, aA+bB+cC=0= |0 b c¢|=0=a=b=c=0:
0 —c b
la famille (A, B,C) est libre et forme une base de & : .
25) On montre que &7 est un sous-anneau de .3 (R) :
° JZ{CQ/&(R).
e ca/ (aveca=b=1etc=0).
e VM, M' € o/, avec des notations évidentes :
a 0 0 ad 0 0 a—d 0 0
M-M=(0 b c|-|0 bV ]|= 0 b—b - )ed.
0 —c b 0 - Vv 0 —c+cd b-Vb
a 0 0 a 0 0 ad’ 0 0
eeMxM =0 b c|x|0 b Jd|=10 bb—cc bdl+cb]|ecd.
0 —c b 0 — ¥ 0 —cb—cb bb—cd

o VM. M' c o/, MM' = M'M (voir calcul ci-dessus).



Ainsi, ‘ o/ est un anneau commutatif ‘ (sous-anneau de .73 (R)).
26) Comme card(l3,M,M?) =3 = dim(.«/), il suffit de montrer que (I3, M, M?) est libre dans <7 ;
d’abord, cette famille est bien a valeurs dans .7 (I3 et M sont dans o7 et <7 est stable pour le produit).

4 0 O
Un calcul simple montre que M2 = (0 0 2
0 -2 0
a—2b+4c 0 0
Si o, B et ¥ sont des réels et si al3 + BM + yM?* = 0, alors 0 a+b b+2c| =0:
0 —b—2c a+b

a—2b+4c=a+b=b+2c=0;ainsi,b=—2c,a=—-b=2cet2c+4c+4c=0;donca=>b=c=0etlafamille (13,M,M2)
(I;,M,M?) est une base de <7 |.

est libre. Ainsi,

-8 0 0
27)  Un calcul simple montre que [M> = | 0 —2 2 | | puis que|M> =2M —41; |
0o -2 =2

28) Comme M € o7 et que &7 est stable pour le produit, ‘ Vk e N, M* € o ‘ donc est de la forme désirée.
29) Ona MM = MFx M par identification des coefficients, on obtient :
’Vk €N, ary1 = —2ay, b1 = by — ¢ et ey = b+ ‘

30) (a) est une suite géométrique de raison —2 : ‘ Vk €N, a; = (—2)kap = (—2)* ‘

31) Onavuque by =by—cpetcgr) =bp+cg;done, i = zx +izg soit |z = (14+1)zk |
On obtient donc (suite géométrique de raison 1+ i) : zx = (1+i)kzo = (1 +i)*.
Mais, by = Re(z) donc | by = Re((1+i)F) |
32) ¢k = by — bi+1 ; en remplagant dans la deuxiéme relation de récurrence :
bis1 — b = b+ (b — bryy ) et done \ Vk €N, byys — 2bii1 +2bg =0 \
On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2 ; I’équation caractéristique est 7> — 2r 4+ 2 = 0 dont les racines sont 1+ i et
1—1;
1

on a donc by de la forme A (1+i)%+u(1—i)*; maisbg=1=A+pethy =1 =A(1+i)+u(l—i); onobtient A = u = 5

1+i)k+ (1—i)*
A+ {A=i = UZD%  Re((14i) |
33) Onatr(M?) =tr(l3) =3 =up; tr(M) =0 =u; ; tr(M?) =4 = us.
Enfin, M3 = 2M — 413 ; donc, en multipliant par M", Vn € N, M"3 = 2M" ! —4M".

En prenant la trace des deux membres (la fonction trace étant linéaire) :
Vn € N, tr(M"3) = 2tr(M"+1) — 4tr(M™) : les suites u et (tr(M")) vérifient les mémes relations de récurrence avec mémes

Ainsi, |Vk €N, by =

conditions initiales ; donc ‘ Vn eN, u, = tr(M") ‘

34) D’abord, 2 | u car up =4 ; on suppose maintenant n € &\ {2}.
D’apres 33), u, = tr(M") = a, + 2b, = (—2)" +2Re((1 +1)").

n [n/2] [n/2]
Mais, (1+i)" = Z <Z) i* = Z (;k) (—1)¥ + z avec z imaginaire pur ; donc, Re((1+i)") = Z (2nk> (—1)k.

k=0 k=0 k=0

Maintenant, comme n € &2\ {2}, n est impair et (—2)" = —2" = —2 [n] et pour k € [1, [g]]] n| (;() (2k # n car n impair) ;

ainsi, uy = —2+42 [n] :n | uy,; ainsi,|Vn € 2, n | uy |

35) Onadet(er,ez,e3) = —9 #0; donc| (e1,e2,e3) est une base de R? ‘
36) Onau(e)) = Aiei, donc c(u) = A1 (e1ler) + Aa (e2]e2) + As (esles) :| () = 6A + 542 + 623 |

Plus généralement, si 1 <i < 3, u*(e;) = Afe; et c(uX) = Af (e1|er) + A% (ealer) + A% (e3]es) 1| c(u) = 6AF +5A% +6AF |
37) Sip|c(uP) pourtout pde 2, p | (6AF +51T +6A1);

mais, d’apres la question 22), p | (6(A] — A1) +5(A — A2) +6(A) — A3)) ; donc p | (6A; + 54, + 643) pour tout p de 2.
Alors, 6A; +54, +6A3 = 0 et comme A4, A5 et A3 sont des entiers naturels, A; = A, = A3 = 0 : la matrice de u dans la base 4
est nulle et .




