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Etant donné un réel (U R), soit (B I'equation différentielle ci-dessous :
(Ep 1602 -x) YW+ (16 x-8)y—uy=0.
Etant donné un intervalle | de la droite réelle, il est admis que I'ensemble des solutions de
I'équation differentielle&y,) sur cet intervalle |, est un espace vectorjgl)E

Premiére partie

I-1°) Intervalles de définition des solutions :

Déterminer trois intervalles | , les plus grands possible, deux a deux disjoints, pour les-
quels la dimension de I'espace vectoriglFest égale a 2.

I-2°) Solutions de () développables en série entiere dans un intervalle de centre O
Soit y une fonction inconnue, égale a la somme d'une série entiere de terme général a

xN, n N, de rayon de convergence R, supposé strictement positif :

V)= e,

n=0
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a. Déterminer la relation nécessaire et suffisante entre les coefficiesttsyas, (> 0),
pour que la fonction y soit solution de I'équation différentidlg).(En deduire une
expression du coefficient, &n fonction des réelsg,an etu (introduire (2n)!).

b. Le réel g étant supposé différent de 0, déterminer suivant les valeurs du, Héel

rayon de convergence R . Expliciter le coefficignioasque R est infini.

Dans les questions I-3° et I-4° les régjefu sont égaux a 1 pa= 1,y = 1. Soitd la

fonction définie au moins dans l'intervalle ]-R, R[ par la relation:

d(x) = Z a,x".
n=0

I-3°) Etude de la fonctiog :
a. Exprimer, pour tout entier n, le coefficieptéal'aide du coefficient du binén@iﬂ.

Déterminer, en utilisant la formule de Stirling, deux réelkst k (k différent de 0),
L : R N
tels qu'un équivalent dg,dorsque I'entier n croit vers l'infini, sor1]#u—.

b. Démontrer que la fonctiap est définie et continue sur l'intervalle fermé [-R, R].

c. Démontrer que la fonctiop est de classelGur l'intervalle ouvert -R, R][, puis que
sa dérivée’ admet une limite a droite en —R ; en déduireqest de classelGur
[-R, R].

I-4°) Etude de la dérivé®' lorsque le réel x tend vers 1 :
a. Un résultat préparatoire : soit une suite réelle positiyk, (& telle que la série

entiére de terme générg] ¥, n N, ait un rayon de convergence égal a 1. Soit g(x) la

somme de cette série : g(x)z b, x". Démontrer que, si la fonction g est majorée
n=0
sur l'intervalle [0, 1[, la série de terme générglnbN, est convergente.

b.  Préciser la nature de la série de terme générglnnna En déduire le comportement
ded'(x) lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures.

Deuxieme partie
Dans cette partie le réglest égal a 1 ; le but est de résoudre I'équation différentielle

(E1) dans l'intervalle 1 =]0, 1[. Il pourra étre utile de poser :
Ea(y)(x) = 1602 — X) ¥8(x) + (16 X — 8) ¥(x) - y(X)
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: : 1 o :
Soit 6 lafonction : t-x =5 (1 + cost) , définie sur l'intervalle JOr.

[I-1°) Déterminer une équation différentiellg)(telle que la fonction y est solution de1f
sur |, si et seulement si la fonction z s8y. t-y(6(t)) est solution deR) sur ]0, .

[1-2°)En supposant connu le résultat ci-dessous, valable pour t compris entted& €K1 :

_t — |1 1 [l+cost : _t — [1 1 [1+cost
cos(4)— §+—ZJ > S|n(4)— 1/5__24_2 ,

déterminer une base de l'espace vectoriel des solutions de I'équation différdnt)elle (

dans l'intervalle 1.

11-3°) En déduire une expression de la restriction a l'intervalle | de la forictitadiée dans
les question 1-3° et I-4°, a l'aide de fonctions élémentaires.

Troisieme partie

Soit C I'espace vectoriel des fonctions réelles, définies sur l'intervalle fermp, 1],
de classe € Soit D I'endomorphisme de qui fait correspondre a une fonction f son image
D(f) définie par la relation suivante
D(f) : x-16(x2 — x) B (X) + (16 x — 8) f(X) .

l1I-1°) L'espace préhilbertien rééC, (|)) :
Etant données deux fonctions f et g appartenant a I'e§pat@montrer que la fonction
f(X) g(x) o -
X-———=——== est intégrable sur l'intervalle I.
,[x(l— X)

Par convention : pour deux fonctions f et g de I'esfgade symbole (f | g) désigne la
-y L (x) g(x)
valeur de l'intégrale] ————= dx.
g J.o,[x(l— X)
Il est admis dans la suite que I'application (f, g)-(f | g) de CoC dans R est un produit
scalaire. Ains (C, (])) est un espace préhilbertien réel.

[11-2°) Une propriété de I'endomorphisme D :
Démontrer que, pour tout couple de fonctions f et g de I'espadteient :

(f1 D(@) = (OO | 9) -

Indication : cette égalité peut, par exemple, étre démontrée en admettant la relation :

_ 2 d g 2 d(x)
D(f)(x) = -16¥x—X dx{ X—X ™ }
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[11-3°) Valeurs propres et sous-espaces propres :
Soit A une valeur propre de I'endomorphisme D. Démontrer que cette valeur propre est
un réel positif ou nulX > 0).
SoientA et u deux valeurs propres distinctes, démontrer que les sous-espaces propres
G) et G, associés sont orthogonaux dans I'espace préhilbertie@. réel

[11-4°) Noyau et espace image de I'endomorphisme D :
Déterminer le noyau de I'endomorphisme D. Démontrer que toute fonction h de lI'espace

image DC) est orthogonale a la fonction constante égalea1: (1| h) =0.

[11-5°) Dimension du sous-espace proprigd3socié a une valeur progre
Soit p une valeur propre de I'endomorphisme D I&sous-espace propre associé.
a.  Démontrer que la dimension du sous-espace prqpest@nférieure ou égale a 2.

b.  Etant données deux fonctionget y» appartenant a i soit W le Wronskien de ces
fonctions(W(x) = y1(x) y5(X) — y1(X) y2(x)). Déterminer cette fonction W. En dé-
duire la dimension du sous-espace propie G

111-6°) Eléments propres de l'application « :
Soit P le sous-espace vectoriel @edes restrictions des fonctions polynomiales a l'in-

tervalle .
a. Démontrer que ce sous-espace vectBredt stable par D.

Soit « I'endomorphisme d@induit par D.
b.  Déterminer la suite croissant®g)y N des valeurs propres de I'endomorphisme ¢

ainsi que le sous-espace propre associé a chaque valeur pgofeur chaque
valeur propreAg, g N, préciser le degré de la fonction polynomialg,Télément
propre associé a cette valeur propre qui verifie la condit¢®) F 1.

C. Démontrer que l'espace image de I'application ¢ est I'espace vectoriel des éléments h
deP qui vérifient la condition (h | 1) = 0.

[11-7°) Valeurs propres de I'endomorphisme D :
a. Soit g une fonction d€ supposée orthogonale au sous-espace veckRorigémon-

trer en utilisant le théoreme d'approximation d'une fonction définie et continue sur un

compact par une fonction polynomiale que la fonction g est nulle.
b.  En déduire les valeurs propres de I'endomorphisme D .

FIN DU PROBLEME
FIN DE L'EPREUVE



