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L'emploi de la calculette est interdit.
Les candidats sont priés de mentionner de fagcon apparente sur la premiére page de la copie :
MATHEMATIQUES I - PC.
L'énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere PC, comporte 4 pages.

Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Notations
Dans tout le probléme f est une fonction réelle définie sur la droite Relie

classe CsurR, développable en série entiere dans l'intervalle ouvert | = ]-R, R[ ou R est
un réel strictement positif (R > 0) : il existe donc une série entiere de terme ggnéral a

n N, telle que, pour tout réel x de cet intervalle f(x) soit la somme de la série entiere :
(o]

f(x) = Zan x" .

n=0
Dans tout le problemea est un réel strictement positift (> 0) ; soit

I'équation différentielle suivante :
Eaf Xy +ay=f(x).
y est une fonction inconnue réelle et dérivable.

Premiere partie

[-1°) Fonction Ty(f) :
a. Démontrer que, pour tout réel a strictement positif, la fonctie®rkf(x) est
intégrable sur l'intervalle semi-ouvert 10, a].

Soit Ty(f) la fonction, définie sur la demi-droite ouverte ]0, ¢[ par la relation :
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, . . 1 & a-1
pour tout réel x strictement positif,q{)(X) = —aJ'u f(u) du .
X~ Jo

Déterminer successivement la fonctigg(fJ lorsque la fonction f est la fonction
constante ,"puis lafonction puissance x-x" (n est un entier strictement positif).

Démontrer que la fonctiong(f) admet une limite lorsque x tend vers 0 ; la dé-
terminer.

[-2°) Résolution de I'équation différentiellgy Esur les demi-droites ]0, o[ et ]—e, O]

a.

Résoudre 'équation différentiellgy £sur la demi-droite ]0, ¢ ; exprimer la
solution a l'aide de la fonctiony{f). Démontrer qu'il existe, sur cet intervalle,
une seule solution de I'eéquation différentiellgsEjui admet une limite finie

lorsque le réel x tend vers 0 ; déterminer cette solution.
Résoudre I'équation différentiellgy Esur la demi-droite ]—, O[ ; exprimer la

—X
solution a l'aide de la fonction, définie sur ]—e, Oj'm“_lf(—u) du .
0

Démontrer qu'il existe, sur cet intervalle, une seule solution de I'équation diffé-
rentielle B qui admet une limite finie lorsque le réel x tend vers O ;

déterminer cette solution.

[-3°) Résolution de I'équation différentiellg Esur l'intervalle | puis SuR :

a.

Démontrer que I'équation différentiellg £#admet sur l'intervalle | une solution
S égale a la somme d'une série entiere. Poser :

S(x) = Z b, X" .
n=0

Déterminer les coefficientsyon N, a l'aide desian N ; donner un minorant

du rayon de convergence R' de la série entiere obtenue.

Exprimer, suivant le signe de X, I'expression de S(x) a l'aide des intégrales du
type Tu(f) définies aux questions I-1° et I-2° ; en déduire S(0).

Démontrer gu'il existe une seule solution de I'équation différentigie& est
définie et continue sur to&.

[-4°) Fonction Ty(f) :

a.

Démontrer que, si la fonction f est monotone croissante (respectivement
décroissante) alors la fonctidry(f) est monotone croissante (respectivement

décroissante).
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b. Démontrer que, si la fonction f admet une limitédtsgue x tend vers I'infini,
lafonction Ty(f) admet aussi une limite L qui sera précisée.

Soit E I'espace vectoriel des fonctions réelles définies et continues sur la demi-

droite fermée [0, +[. Etant donnée une fonction h appartenant a I'espace vectoriel E, soit
Lq(h) la fonction définie sur la demi-droite [0, [ par la relation :

X
%% u*th(u) du, s x>0,
La(h)(x) = DX Oh(O)
T, six = 0.

[-5°) Endomorphisme ¢ :

a. Démontrer que l'applicationgL: h-Lg(h) est un endomorphisme de l'espace
vectoriel E.

b. Etant donnés deux réaiset B strictement positifs, comparer les deux fonctions
suivantes: ¢ —f) LoolLg et Lg—Lg .
LqoLg désigne I'application composée dedt Lg : h-Lo(Lp(h)) .
Indication : considérer, pour une fonction quelconque h de E, la fonction H dé-
finie, sur la demi-droite ouverte ]0, ¢, par la relation :
1
HE) =>6{ La(LpM)() - 5 =5 (Lp ~ LaME}
Etablir que la fonction H est constante et conclure.
En déduire, poun et différents I'un de l'autre, que les deux applicatiopet
Lg commutent (koL = LgoLg).

Seconde partie

Dans cette partie la fonction f est la fonction réelle définidRquatr la relation :

1
=11

[1-1°) Etude de {(f) :

a. Démontrer que la fonction f a bien les propriétés supposées dans le préambule

du probléme.

b.  Calculer les fonctions1{f) et Tx(f).

c. Démontrer que, si le réal est strictement supérieur a &, ¥ 2), la fonction
Tq(f) vérifie I'inégalité :

our tout réel x strictement positif {f)(x) < 1
P POsTR &b ={a—2)¢ -
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Démontrer que, si le réalest strictement inférieur a 2, (l<<2), il existe une
constante 4 telle que la fonction J(f) vérifie lI'inégalité :

. : " A
pour tout réel x strictement positif g{f)(x) < X—g :

En déduire, selon la valeur du réella limite de la fonction {(f) lorsque le
réel x tend vers l'infini. Comparer avec les résultats obtenus a la question I-
4°.b.

[1-2°) Propriétés de la fonctiony(T) :

a.

Etablir une relation simple entre les fonctiopgfTet Ty+2(f). En déduire la
limite, lorsque le réel x croit vers l'infini, de I'expressiohTyg(f)(X).

Calculer, pour tout réel a strictement positif, I'intégrale | définie par la relation

| = a dt
J.ol+t3'

Dans cette question le r@ekst égal a 2/3 =3 ) ; déterminer la valeur prise

1
ar cette fonction our X =—+ .
p A3(f) p o2

Indication : effectuer le changement de variable ¥2dans l'intégrale .

[I- 3°) Calcul de sommes de séries :

a.

Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere de terme général,
(_1)I‘l X2n
2n +a

ouvert J =]-R, R[ : S(X) =Z
n=0

n=0, 1,.... Soit S la somme de cette série définie dans l'intervalle

(=" x> . e
~————. Déemontrer que la fonction, définie
2n+

dans J, ¥S5(x) est solution de I'equation différentiellg f£ En déduire une

expression de cette somme S(x) lorsque le réel x est positif et appartient a J.

- (=1
Quelle est la somniede la série de terme geneﬂzlL :

8" 3n+1)
00 _1 n
2= z 8”( 3 : +1)
n=0 (3n+1)
FIN DU PROBLEME
FIN DE L'EPREUVE



