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Mines — 1998
Physique I — MP

Oscillateurs

La rédaction et les questions posée par ce probleme amenent l'auteur de ce corrigé a
faire de nombreuses remarques négatives que I’on trouvera en note tout au long de ces pages.
De plus il faut remarquer que la question 25 qui commande la fin du probleme est rédigée d'une
facon tres discutable.

I. — Oscillateur unidimensionnel

I.1. — Pendule non linéaire sans frottement

I1.1.1. — Le moment cinétique de la barre par rapport a Oy, axe fixe autour
duquel elle est mobile, est simplement

L, = Joy0.
Le moment des forces extérieures a la barre en O se limite au moment de la force de pesanteur
dont la projection sur Oy est
1
M, = fimgl sin 6.

Le théoreme du moment cinétique au point fixe O par rapport a ’axe Oy fournit alors ’équation
du mouvement

1 w1
gm129 + §mgl sinf = 0,

soit encore )
6 + w3 sinf = 0. (Eqy)

I.1.2. — U Lénergie cinétique de la barre, mobile autour de I'axe fixe Oy, est
simplement

1 .
Ek == §J0y02
et son énergie potentielle dans le champ de pesanteur s’écrit

1
E, = fimgl cosf + Ey,

) Que fait ici le candidat ayant choisi de déterminer ’équation du mouvement en utilisant un théoreme du cours qui se nomme

conservation de ’énergie ; peut-étre choisit-il de montrer que le systeme obéit au théoreme du moment cinétique ?
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ou Fjy est une constante fixant l'origine des énergies potentielles. L’énergie mécanique F =
Ey + E, est choisie nulle si la barre est fixe en § = 0; cela fixe la valeur de Ej a %mgl et

_ 1

E
6

: 1 1 : 0
ml*6? + §mgl(1 —cosf) = Eml2 <02 + 4w} sin? 5)

Cette énergie est toujours positive.

La dérivation de la premiere expression par rapport au temps donne alors
dE . /1 .1
o 0 <§m120 + §mgl sin 9) =0

en vertu de (E;). Le systéme est donc conservatif.

1.1.3. — On peut écrire, d’apres ce qui précede,

N
[N~}
E|<z>-
(o)
\/
[V
+
2]
=
[V
N
Il
=

Il est alors aisé de paramétrer les trajectoires de phases par

0 [ E [ E
%o VB cosu et @ =2arcsin ( o sin u>7 (2)

le domaine de variation de u dépendant de la valeur de 1’énergie. Les courbes représentant ces
trajectoires sont figurées ci-dessous en trait normal pour F < Fg;, en gras pour F = F; et

0
en pointillé pour F > E;. L’axe horizontal mesure 6 et ’axe vertical C
wo

E 2
Ecrit B 10

Les valeurs de 1’énergie prises pour ces courbes sont telles que , p variant de 0 a

8.

Pour E < Eq;;, les courbes sont fermées parcourues (périodicité en u qui varie sur tout
Pintervalle réel) dans le sens anti-trigonométrique. Pour s’en assurer, plagons-nous en 6§ = 0. Si
6 > 0 on se trouve & I'intersection de l'orbite et de I’axe vertical dans le demi-plan supérieur
et, § augmentant alors, on se déplace vers la droite ; si < 0 on se trouve & l'intersection de
I'orbite et de I’axe vertical dans le demi-plan inférieur et, # diminuant, on se déplace vers la
gauche.

[.1.}. — Si on communique une petite énergie a un pendule au repos en 6 = 0,
sa trajectoire dans ’espace des phases sera un petit contour autour du point (0,0). Ce point
est donc une position d’équilibre stable.
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La premiere expression du 1.1.3. s’écrit

. 2
b g2 4
2("-)0 B Ecrit 2

D’apres ceci et le diagramme de phase 6 s’annule et change de signe pour § = +6,(F), ou

6o E
sin — =4/ —=—
2 Ecrit
et sur chacun des quatre intervalles de variation de 6, & savoir [0 — 6], [fo — 0], [0 — —60] et

[-6p — 0], on a

0
Ecrit ; Sin2 5

Les durées de parcours de ces quatre intervalles sont toutes données (par des changements de
variable évidents) par

0o
2("-)0 / . 2 2("')0 /(7’0 | & .
crlt crlt
2(.4.)0/ 2 2(.4.)0 —0,
— sin”“ — — Sln —
crlt crlt

puisque & croit sur le premier et le dernier intervalle alors qu’il décroit (signe —) sur les deux
autres. La période est donc égale a 4At, soit

B) = Ty /HO(E) do
B \/ E sin? 7
Ecrit 2

I.1.5. — Revenons & la paramétrisation (2). Si £ < Eg;t, on peut développer

| E | E
P'expression de 6 au premier ordre en 4/ ——, soit § = 2 sinu. En dérivant cette
Ecrit Ecrit .

expression par rapport au temps et en comparant a la paramétrisation de 6 on trouve

9 | E . 9 | E
UCOSU = 2W cosu
Ecrit 0 Ecrit ’
E
0 =2,/ o sin wot,

en choisissant 'origine des temps en § = 0. L’oscillateur est donc harmonique si F < F;.

0 = +2wq

ou wOTO = 27.

d’ou % = wyg et

[.1.6. — On a représenté de telles orbites sur le schéma précédent. Les orbites
du demi-plan supérieur sont caractérisées par § > 0 et sont parcourues vers la droite ; celles du
demi-plan inférieur sont parcourues vers la gauche.

On peut parcourir une telle orbite en lancant le pendule de sa position d’équilibre stable
0 = 0 avec une vitesse angulaire supérieure a 2wy.

d9

. dat o
fois que 6 est nul sauf si la pente de 'orbite dans 'espace des phases est verticale en ce point(2).

I1.1.7. — Remarquons tout d’abord que 6 = —6. Ainsi, 0 est nul & chaque

@) Dans ce cas 0 est indéterminé ; cela impose, pour chaque systeme que l'on étudie le comportement des courbes au voisinage

de 0=0. La condition donnée plus loin n’est donc que suffisante et pas toujours nécessaire.
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Or les positions d’équilibre sont caractérisées par 6 =0etd=0.Elles correspondent
donc aux points d’intersection des orbites avec 'axe des 6 qui n’ont pas de pente verticale. A
ces points, il faut bien str ajouter les orbites qui se limitent & un point de ’axe horizontal. Ces
conditions sont réalisées pour 0, = k7 qui sont les seules positions d’équilibre.

La caractérisation des positions d’équilibre stable peut se faire selon le critére suivant :
une petite modification de ’énergie fait passer le systéme sur une orbite qui reste au voisinage
du point d’équilibre. Les seules positions stables sont donc 6, = 2pm.

I1.2. — Pendule linéaire avec frottement fluide

1.2.7. — La puissance “fournie” par ce couple est o= ff9 < 0. Il correspond
donc & une dissipation de ’énergie du systeme : c’est un frottement.

On rencontre ce type de frottement dans I’étude du mouvement d’objets animés d’une
faible vitesse dans un fluide visqueux (formule de Stokes). Ce type de frottement modélise aussi
les interactions entre un électron mobile d’un métal avec le réseau cristallin, ce qui permet de
déterminer la conductivité.

[.2.8. — Le théoreme du moment cinétique devient
.. 1 .
Joyl = fimgl sinf — f6,

ce qui donne

é+%9+wgsin9:0, (E2)

mi?

ourT=—-
3f

1.2.9. — Si on définit I’énergie par I'expression valide lorsque les frottements
sont inexistants, on aura

% = % <ém1292 + %mgl(l — cos 9)) =0 <Joy9 + %mgl sin&) =—f6?<0
L’énergie décroit donc au cours du temps.

Dans le diagramme de phase, cela a pour conséquence que ’état du systéme passe
continiment d’une des orbites sans frottement & une autre d’énergie moindre. L’orbite du
systeme finit donc toujours par atteindre une énergie F < E.; et donc par converger vers un
point d’équilibre stable.

L’allure des orbites est donc, avec les mémes conditions initiales et pour les régimes
pseudo-périodique, critique et amorti (de gauche a droite)

!

-
N

1.2.10. — Si 7 > wy, "amortissement est tres faible. L’énergie perdue sur une
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pseudo-période est tres faible devant I’énergie du pendule et on peut considérer que les
caractéristiques du mouvement sont pratiquement constantes sur une période.

_ 1 t+To
[.2.11. — Erreur d’énoncé : I’énergie moyenne est E(t) = T/ E(t")dt'.
0 Jt

= t+To
On a alors % = Bt + T;z —EB() = TLO/t %dt. Le 1.2.9. permet alors d’écrire
dE _f
a T
9 par sa paramétrisation (2), ot 'on peut confondre, toujours & cet ordre d’approximation E
et E. 11 vient alors

t+Tp —
/ 6%dt = — £62. Si on se limite au premier ordre en f, on peut alors remplacer
t

—  4wlF 3E
2 0 2, — ,
gl COS* U 2
et _ _
dE B FE
a 1
soit

1.2.12. — D’apres ce qui précede

_— t+To . de t+To .
E(t+Ty) - E(t) = — fTyd? = —f/ ot = —f/ 6do,
t t

de sorte que E(t +Ty) — E(t) = —fS,, ou S, est la surface de orbite dans Pespace des phases.

= 1= ? 12
Mais on a aussi, I = mTG? = ;nTOSW donc Q = 2737;LT0

et®

Q:on.

2w
En une période, le systeme d’énergie E perd une énergie — F et, dans un systeme oscillant,
I’énergie est reliée directement a ’amplitude du mouvement. L’énergie sera donc a peu pres
nulle au bout de Q oscillations ; le facteur de qualité mesure donc le nombre d’oscillations

s
effectuées par le systeme avent qu’il ne s’arréte.
Ce facteur apparait aussi dans ’étude des circuits électriques résonants. Il mesure alors
la sélectivité du filtre électrique.

II. - Oscillations d’un systéme a constantes réparties

I1.1. — Modélisation du cable coaxial par constantes réparties

I1.1.18. — (H;) n’est valide que sil’on considére des éléments de cable de longueur
dz tres petite devant la longueur d’onde du signal qu'’il transmet. (Hy) sera valide si egw < .
Selon (H;) on peut négliger le terme de courant de déplacement dans 1’équation

oE
rot B = o <] +€OE) .

A.N. : 6 =21 pm. On peut considérer que le courant est surfacique.

®) Il faut visiblement ici justifier 'usage du diagramme de phase en démontrant cela “géométriquement” ; il suffit d’utiliser le
résultat précédent pour arriver au méme point. Mais il est siirement beaucoup plus “parlant” de considérer les surfaces des orbites.

4) Les caractéristiques de la propagation dans les métaux est évidemment hors programme.

16/05/1998 5
Paul BOURDET



Mines — 1998 — Physique I — MP

11.1.1}. — Le champ électrique étant radial, le théoreme de Gauss appliqué a
travers un cylindre d’axe Oz, de hauteur dz et de rayon r conduit & 27r dz E, = 2ma, dz oy /¢,
soit

a101 (.ﬁC, t)

E,(r,,t) = LLEE.

De méme, le théoreme d’Ampere appliqué a un contour circulaire de rayon r et d’axe Ox

o
conduit a 27rBy = g <jS7127ra1 + e—E), ou @ est le flux du champ électrique a travers le

ot

contour. Vu l'orientation choisie des champs, ce flux est nul et

js,1 (2, ¢
By(r,z,t) = —ﬂoalj;l(‘r )

I1.1.15. — L’énergie magnétique contenue dans l’espace interconducteur de hau-

teur dz est
1 a2 a2 a2 2 a
dUp = — Bj 2nr dr dx :7r/ Mclrdx :Wugafjflln—de.

210 JSa, a r ’ aq
Or cette énergie doit pouvoir s’écrire dUp = %Lil(x, t)%dz, o iy = 2maijsy et L est
I'inductance linéique. On en déduit

L=H, 22
2 ai

De méme, ’énergie électrique contenue dans le méme volume est

as az 2 2
AUy = %/ E2 27 dr du = Z/ BN iy de = Za20? In 22 da.
a € €

1 a1 r ai
1
Cette énergie doit pouvoir s’écrire dUg = qul(x,t)Q, ou dq; = 2majo1dr et C est la
T
capacité linéique. On en déduit
2me
C = a2 .
In —
a1

I1.1.16. — Il n’existe pas de mode transverse électromagnétique dans un guide
d’onde rectangulaire de section finie. Cependant si la largeur du guide est infinie, un tel mode
existe, le champ électrique de 'onde étant perpendiculaire aux parois du guide et le champ
magnétique leur étant parallele. L’espace inter-conducteurs a alors toutes les propriétés du
vide, & savoir qu'il est non dispersif, que le rapport des modules des champs est ¢ et que la
vitesse de phase est c.

Il en va de méme ici, la géométrie des champs par rapport aux parois étant la méme, si
on imagine que ce guide de largeur infinie s’est “enroulé” sur lui-méme(® .

11.1.17. — Les relations de continuité des champs au niveau du second conducteur

. a1Jsa(z,t . . .

donnent By(as,z,t) = —[oJs2 = M’l(), soit azjso = —aijs1. En terme de courant, cela
a2

s’écrit

i1(z,t) = —ig(z,t) = i(z,t) = 2ma1js1(x, ).

De méme, appliqué au champ électrique, ce raisonnement conduirait a asoe = aj01, soit, en

[19e)]
)

notant ¢; la charge par unité de longueur de conducteur “

q1(z,t) = —q2(x,t) = q(z,1) = 2mai01(z, t).

®) Mathématiquement, il s’agit d'une transformation conforme amenant une certaine géométrie de conducteurs sur une autre ;

est-ce ce genre de commentaire qui est demandé ici? .
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Notons maintenant v;(z,t) les potentiels électriques le long des conducteurs. Notons
aussi A; les points de conducteurs repérés par (r = a;,60 = 0,2) et par B; ceux repérés par
(r =a;,0 = 0,2 + dx). Remarquons enfin que le potentiel-vecteur dont dérive B est

. ro.
A= —pparjsi(z, t) In —a.
ay
Alors on a
A2 A2 0A
u(z,t) = v1(x,t) — vo(x,t) = / —gradv(r,z,t).dr = / E+—).dr
A A 3t

Le potentiel-vecteur étant porté par & et A; et As se trouvant a la méme cote x, on aura

A
20A
/41 Edr—()et

Az
a1 (z,t) q1(z, 1), as  q(z,t)
= d — l - .
u(,?) /Al er " ome ai C 8)

De plus, on peut aussi écrire

b oA B
vi(x,t) —vi(x +dx,t) = / <E + —) dr = E.dr
A ot A
puisque A = 0 sur le conducteur central. Or cette intégrale est juste égale & Rydxii(x,t), de
sorte que
vi(x,t) — vi(x + dx,t) = Ry dzi(z,t).

Pour évaluer vy (z, t) —ve (z+dx, t) il faudra, outre la résistance, prendre en compte le potentiel-
vecteur qui n’est pas nul sur le conducteur extérieur. On aura donc

95 1(.t . . 011 (x,t

En soustrayant les deux équations précédentes, on arrive a

va(z,t) —vo(x+dx,t) = Ry dris(x,t) —drpgay

) t
u(z,t) —u(z + du,t) = do <(R1 4 Roi(,t) + L&(axty )) , @
Enfin, la conservation de la charge impose que
do1  0jsa dq 01
2 —_— _ = —_ — —_—
7m1<3t+8x) 0= " o (5)

Ainsi, la différence de potentiel u(z,t) entre les deux conducteurs est-elle due a la

charge qdxr d’un condensateur de capacité Cdx. Cette charge correspond a un courant

Oqd 0i
L i(z,t) — i(x + dz,t). Ces deux aspects justifient donc la position de la

capacité Cdx joignant les deux conducteurs.

La variation de u(z,t) le long de I'axe z est due & une résistance Rdx ot R = R; + R»
et une inductance Ldx, ce qui termine I’équivalence du systeme avec la cellule quadripolaire
proposée. on a donc ramené un probleme d’électromagnétisme a un probleme d’électrocinétique
linéaire(©).

I1.2. — Propagation d’ondes “électriques” dans le cable

I1.2.18. — Les équations (3) et (5) conduisent immédiatement &
ou 1 0i

ot Cox

6 . . . . . R . -
(6) Je n’ai pas trouvé de traitement plus succinct de la question. Peut-étre, au vu de la longueur de la réponse et du fait que ce

calcul n’est pas “au programme”, aurait-il fallu en préciser la démarche par des questions intermédiaires.
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alors que I’équation (4) s’écrit

11.2.19. — En dérivant la seconde équation par rapport a x et en y reportant la
premiere on a

0%u 0i 0% ou 0%u
—=—-R—-1L —RC—+LC— E
0x? Ox Otdx ot ot? (E)
C’est I’équation des télégraphistes et le courant i(x,t) vérifie la méme équation.
La dérivée seconde temporelle modélise I’accélération en mécanique, si on considere que

ou . . . .
u est un déplacement. Alors le terme en o est équivalent a un frottement fluide agissant

sur le systeme.
Ce modele est applicable a une chaine de ressorts si la distance entre les masses est tres
petite devant la longueur d’onde(").

11.2.20. — L’énergie électromagnétique par unité de longueur est
7 2
— —L
w(z,t) = 5 C +
On a donc, avec (3) (5) et les équations du 11.2.18.,

ow  q 0q ,82’_7 01 (_pi— Ju
o co e uax“<R ax)

Si on note I(x,t) = u(x,t)i(x,t) la puissance entrant en x, cette équation devient

Ow(x,t) Oll(x,t)
= - + py(z,t).
ot gz
C’est une équation de conservation ; les variations de I’énergie électromagnétique sont dues a
la dissipation par effet Joule d’une part et au transfert d’énergie le long de la ligne d’autre
part. Ce dernier terme est représenté par la densité de flux IT = u(z, t)i(x,t)&

1 1
11.2.21. — La vitesse de propagation le long de la ligne est Vj = — = .
VLC o
L’impédance caractéristique® est Z, = 1/ 5 1/” 0 . Le temps caractéristique
7'('

d’amortissement du signal di aux dissipations est 7 = —

11.2.22. — Numériquement L = 0,32 uHm™!, C =8 nF.m~ ', V5 =2 10% m.s~!

et ZO =64 Q.
Pour donner une estimation de la résistance Ry (ou Ry), on considérera que le courant est
uniforme dans la couche cylindrique de rayon a; (ou az) et d’épaisseur ¢. La résistance linéique

d’un tube de courant étant 1/vs (s est la section du tube de courant) donc R; =

_ 1
 2magdy

et
2may 07y
. On en déduit I'estimation R ~ 0,31 Qm~', d’ou 7 ~ 1 ps.

11.2.23. — Le report de lexpression u(x,t) = Upe!“*=*2) dans (E) conduit
immédiatement a

7 . R . . L N
) La propagation d’ondes sur un chaine d’atomes n’est pas au programme et les candidats ne sont pas sensé savoir répondre a
cette question.

8 . . . . .
®) Encore une notion dont les candidats devraient avoir connaissance alors qu’elle n’est pas au programme.
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Il est naturel d’obtenir une quantité complexe pour k(w), la partie imaginaire du vecteur
d’onde correspondant a la dissipation le long de la ligne. La partie réelle de k, elle, représente
la propagation de ’onde le long du céble.

I1.2.2). — Puisque wr = 65, on pourra écrire k ~ <12, Si on note
Vo 2wT
ko = w/Vjy et £ = 2V, la solution devient
g(x,t) _ %ei(wtfkgx)efx/l
ou / ~ 410 m.
Au bout de d = 50 m, 'onde est atténuée d’un facteur e=4¢ = 0, 89.

I1.3. — Exemple d’oscillations propres dans le cable

11.8.25. — Soit ¢; la charge du condensateur C1, prise sur la face reliée a 'ame
du céable. La tension au bornes de ce condensateur est uq, donc g = Ciuq et le courant qui le

~ . . . dql - d’LLd
traverse (avec la méme orientation que les deux autres courants) est i; = - Y
. 'LL(QI dud NIET) Lo el s
On a donc u(x = 0,t) = uq(t) et i(z =0,t) = Souq | 1 — 52 ) Clg ; a Pextrémité
0

du céble, le court-circuit impose uq(z = d,t) = 0. En notation réduites, la premiere de ces
conditions s’écrit
uq(t) = uoU(0,0).

La condition sur le courant devient

i(x=0,t)
Up

= S,U(0,0) <1 _ U(079)2) ~ C1Vh 9U(0,6)

3 d 06 7’

et la condition en x = d
U(1,6)=0.

La seconde équation du I1.2.18. prise en = = 0 et divisée par ug s’écrit alors

%% <SOU(0,9) <1 - U(O:;Q)?) - cldvo 8U(§(;, 9))
— RSoU(0,0) <1 - U(O?;‘))Q) - RcleO aUg:),e)
soit, avec LVy = Zy et LCVE =1,
g—g - —RSodU(0,0) <1 - U(O’Q)Q) + RC&VO%
—2050%(1 —U(0,0)) + %W-

Puisque RSpd = oS, cela donne

ou N U(0,6)? LC1V, 0U(0,0)
== - _ 1—
X |, a“SU(0,0) < 3 +— 50
oU(0,0) N 02U (0,0)
*ZOSOTO - U(0,0)°) + 502
16/05/1998 9
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LCVe  LOWE _RAS LdS  LVoS
Or = Q T - af et ZySy = 7o Zor Q 7o S, donc,
oU 92U (0, ) , U(0,6)? U (0, 6)
oY _gv.e) _ o) (1 - 2907 ovln,0)
0x |, o a”SU(0.6) < 3 )“’ﬂ 20
aU (0, 0) ,
a8 (1 - U(0,6)2):

Se pose alors le probléeme de savoir : qui tend vers 0 quand o — 0 ? Sans quoi il est impossible
de démontrer le résultat proposé.

On pourrait par exemple faire les remarques suivantes : on a oS = SyZy et on peut
.. d dRVLC Rd
GCFITGQ—W—T—Z—O,

e si a tend vers 0 du fait que Zp tend vers 'infini, le facteur a.S tend vers l'infini et ne
peut évidemment étre négligé (non plus que a2S devant af3) ;

e si Zj reste fini, oS reste fini, ce qui amene les mémes remarques ;

e si Zj tend vers 0 (mais moins vite que le produit Rd pour que o — 0), alors a; — ay et

C — oo, donc § — 0 aussi vite que Zg, et aff < aS.

Dans tous les cas de figure la relation proposée est indémontrable.

En fait, Uhypothése qui s’impose a l'esprit immédiatement est que la résistance du cable
est suffisamment faible (dans le sens Rd < Zy) pour me tenir compte que du premier ordre en
R. Dans ce cas, comme le montre le début du calcul mené plus haut, il faut garder TOUS les
termes ! Cette hypothese seule est insuffisante : il faut EN OUTRE supposer que le facteur Sy
est trés petit (dans le sens SoZy < 1).

1l eut été plus judicieux, dans un probléme de physique, de préciser quelles grandeurs
physiques (résistance linéique du cdble, conductance dynamique de la diode...) sont petites
devant quelles autres plutot que de faire tendre vers 0 un paramétre non indépendant d’autres
paramétres dont le sens physique n’est pas forcément clair (S ¢ ).

donc

Avec les hypotheses Rd, — < Z; et S restant fini, on arrive bien a

750
ou 02U(0,0) oU (0, 0)
- g ~S[1= f)2] ) 72,
ox|,_ P =88 [1-U0.0) =5 (6)
On peut écrire ici 'équation de propagation dans les variables réduites. L’équation (E) devient
(%) 82U N RCUO‘/O ou LCUO‘/OQ 82U N (N oUu 82U
2oxz- a0 @ o 2\ o)

soit, avec RCdVy = LCVia = a,
PU U 9U

ox2 o0 T o (™)

11.8.26. — Selon ce qui a été précisé plus haut, on prend R = 0 et Sy = 0; la
diode ne joue aucun réle dans ce qui suit. Dans ce cas, ’équation et les conditions aux limites
que vérifie U(X, ) sont linéaires et ’on peut passer en notation complexe(?).

On a alors f”(X) = —Q?f(X), donc

i(X) _ ileiQX +i2€7iQX

(qui a bien I’allure demandée) ; en portant ceci dans les conditiOns aux limites, il vient f(1) =0
et f'(0) + Q*f(0) = 0. On tire de la premiére condition que f et f s'écrivent

il — Qlefiﬂ et iQ — 7Q16iﬂ,

©) On remarquera en passant que y/—1 est aléatoirement noté 7 ou j tout au long de ce probleme. Quelle attention dans la

relecture du sujet !
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soit
f(X) =2iU,; sinQ(X —1).

Alors la deuxiéme condition conduit &

2iQU, cos Q — 2iQ2U, sin Q = 0 .

soit

tan ) = —- |
0
On peut se limiter au domaine > 0 (un

changement de signe de € correspond a
un changement de signe de U,), de sorte
que les modes stationnaires se trouvent |
a l'intersection des courbes représentant ad
tan Q et de la branche d’hyperbole 1/39).
Dans la représentation donnée ici, on a pris 8 = %

Les modes stationnaires parcourent donc un ensemble discret de valeur ,,, p € {0,1,...}.

11.3.27. — La tension est continue au bornes de C; donc, au voisinage de 6 = 0,
U(0,0) < 1 (la tension est initialement nulle). Le facteur o étant lui-méme petit, on peut
ignorer le terme en U(0,6)? dans (6), puisqu’il correspond & un ordre plus élevé de petitesse.
Ainsi, on retombe sur un systéme linéaire et la notation complexe est applicable.

L’amplitude de la perturbation doit étre prise petite devant ug et de durée faible devant
le temps de charge du condensateur C;, pour que la tension reste presque nulle en § = 07.

L’équation (7) fournit, avec les hypotheses de ’énoncé,
f1(X) = (10Q — Q) f(X).
Au premier ordre en « ceci s’écrit f(X) = —K?f(X), o K? = Q2 4 af,(2A — i), soit

K—Qp+a<A%)~

Puisque f(1) = 0, on obtient I’expression
f(X)=AsinK(X —1), K, AeC.
Alors (6) donne, au premier ordre en «
Kcos K — B(Q) + 20,Aa) sin K = —a(8 — S)i€, sin €,

(dans le second membre on a pris la forme stationnaire de U). Or, & cet ordre, on a
KcosK = <Qp +a <A - %)) <cos(2p -« <A - %) sinQp)
=Q,cosQ, + <A - %) (cos 2, — €, sin Q)

=Q,sinQ, <fmp +a <A - %) (8- 1)) :
et .
B, + 2A0) sin K = B, (Q, + 2Aa) <sin 0, +a <A = %) cos Qp)

= Q,sinQ, <5Qp +2Aaf+a <A - %) 5292) :

de sorte que
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(a-3) 6-v-200- (a-3) pai=-is-5),

=3 am)

et

_ 10+ (%)

ou G(£2p) 5

11.3.28. — Un mode sera auto-excité si la perturbation introduite voit son am-
plitude croitre au cours du temps. Il faut pour cela que la partie réelle de if2 soit positive,
condition équivalente & iA > 0, soit

G(Q,) < S.

Cette excitation est rendue possible par le fait que, pour les tensions faibles, la résistance
dynamique de la diode tunnel est négative ; ’effet Joule y crée de 1’énergie.

I1.3.29. — On superpose au schéma précédent la courbe S — G(f2). La droite
(S — G()) coupe cette courbe en Q. Les modes stables sont les €, < Q.
Sur la figure suivante, on a pris § = 0,3 et S = 3; le céble accepte alors deux modes.

g

'/

LM

Il est ainsi possible de choisir les parametres de fagon a avoir un cable monomode. On
recherche pour cela (8 étant fixé) la valeur Sy, de S réalisant S = 2G(Q1) — G(€) ; pour
S > S, on a au moins deux modes et pour S < Sy, le cable est monomode.

La figure représentant S,,(3) est figurée ci-
contre. On y lit, par exemple, que pour § = 0,3 la
valeur maximale de S compatible avec un fonction-
nement monomode est S = 1,92.

1z
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