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ELEMENTS D’ASTROPHYSIQUE

Ce probéme se propose €fudier dans un premier temps la formation év6lution d’'uneétoile et
de s’inéresser ensuit differents objetséalestes tels que les cates, les pulsars et les exopites.
Toutes les sous-parties sont @amkndantes entre elles. Les dees cessaires aux applications
numeérigues sont rassendasa la fin du sujet. Les vecteurs sont @®tavec un chapeau s’ils sont
unitairest, avec une #icheV dans le cas @réral. Hormisi? = —1, les nombres complexes sont
souligrés :ze C.

|. — Etude physique de<toiles

Dans toute cette partie on consid qu’'uneétoile est une boule de masi¥e de rayonR, de masse
volumiquep suppoge constante et entae de vide.

I.A. — Energie potentielle d’'uneétoile spterique, theoréme du viriel

1 1 — On consi@re deux particules ponctuelles @esQ; et Q, de massesn et mp sepages par
une distance. Donner I'expression la force d’interaction gravitatiefie T)l_,z exer@e parQ sur
Q2. On utilisera le vecteur unitairng = Ql—Qﬁ/r. En ceduire I'expression deé&nergie potentielle de
gravitationE, assodeea cette force en fonction deyg,mp, r et de la constante de gravitatiGh On
fixera l'origine du potentiel de telle magrie queE, = O lorsquer — +-oo.

On souhaite exprimer &nergie potentielle de gravitation d’'une boule hogrg de massM, de
centreO, de rayonR et de masse volumique suppoge constante. Cettenergie correspond
I’ énergie de constitution de la boule en amenant successiveieguis I'infini des couches sphques
concentriques @paisseurd
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‘A1 2 — On consi@re unétat internédiaire %, de la boule dans lequel elle pese un rayorr tel
gue 0< r < R et une masseay telle que 0< my < M. Justifier le fait que l'interaction entr&, et
un corps ponctuel massi¥” situé hors de%, estéquivalentea celle entre une particule ponctuelle
située enO de massen, et.#". On ajoutea %, une couche sg@rique%; de masse m et d'épaisseur
dr. Déterminer lénergie potentielle de gravitatiofcglentreZ; et ;. On exprimera By en fonction
der, dr et dep. En ceduire que Energie potentielle de gravitation de la boule de ralRosiecrit
Ep = aGM?/R ol a est une constante ni@rique que I'on éterminera.

On consi@rea pesent que Btoile est constitele d’'un gaz parfait , chaque particule de ce gnt

un atome d’hydrogne dénergie cigtiquee; = SkgT ol kg = % /.4 est la constante de Boltzmann,
Z est la constante des gaz parfaits £tle nombre d’Avogadro. La pression dazepar la loi des
gaz parfaits est ici uniquement d’origine etique et on ne tient donc pas compte de la pression de
radiation. Dans ce maie, la pressioR et la tem@raturelT sont des fonctions de la seule coordeen
radialer, enfin le nombre de particules par unie volumen est constana I'intérieur de Iétoile. On
suppose de plus queeloile est entowe de vide, aind? (R) = 0.

1 3 — Exprimer I'energie cigtique totaleE; des particules constituanétoile sous la forme d’'une
intégrale faisant intervenir la pressi®{r). En écrivant I'equation déquilibre hydrostatique, et en
effectuant une irigration par parties, montrer que I'on obtient la relation

2EC — KEp

ou k est un facteur nuérique que I'on éterminera. Cette relation constitue I@deme du viriel, il
est tes utili€ en astrophysique pouédrire les propétes d’objets tels que leoiles ou les galaxies.

|.B. — Pression et temggrature dans uneétoile, réactions de fusion

4 4 — En integrant lequation déquilibre hydrostatique,&erminer la pressioR(r) au sein de

I' étoile en fonction deM, G, R etr. Pour quelle valeur de cette pression est-elle maximale ? Ex-
primer cette valeur maximaR,ax €n fonction des, M et R ainsi que la tem@rature maximal&max
correspondante en fonction @& M, R, Z et de la masse molaire de I'hydige.#y. Calculer
numeriguemenPnax et Tmaxdans le cas du Soleil.

‘1 5—On consi@re qu'au sein deé&toile, chaque atome d’hydrége occupe une petit cube Bae
B. Exprimerp en fonction de#y, .4+ et3, en ceduire une expression ¢en fonction de#y, .1,
M et 3. Montrer alors que I'on peut mettre la masse @tdile sous la forme :

M = K(BTmax*? (1)
ou la constant& ne cepend que de constantes fondamentales. Calculer la vale@rique deK.

Pendant une grande partie de leur existencegteses tirent leurénergie de &actions de fusion
thermonucdaire entre des atomes d’hydesg qui produisent des atomes @ibbm. Pour que ces
réactions puissent s’amorcer au centre @olle, il faut que Ienergie d’agitation thermique des
atomes surpasseehergie potentielle de&epulsion coulombienne. La teragature quiégne au centre
desétoiles permet de supposer que les atomes d’hyiregui fusionnent sont conggééement ioniés.
On consi@rera ici que Energie d’agitation thermique d'un de ces atomesegsiea sonénergie
cinétiquee; = 3kaT.

'd 6 — Déterminer lénergie potentiell@lectrostatique d’interactiom,, entre deux protonsepaes
d’une distanceB, on fixera l'origine du potentiel de telle ma@&mé queupp, = O lorsquef — . En
utilisant le esultat(1) de la question 5, &erminer la valeur limitdVl, de la masse deétoile pour
gue les eactions de fusion puissent avoir lieu. On exprimiiaen fonction deK, kg, £ et de la
chargeélementairee. Vérifier que la masse du Soleil est bien suffisante pour pemerlatfusion de
I'hydrogene. Lhomme a-t-il dja réali des eactions de fusion nuehire ?
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|.C. — Phenomenes convectifs

Depuis le @but de cette partie, nous avons sugpgse |etoile était enéquilibre hydrostatique. Dans
le cas du Soleil, les couches externes (pocompris entre (7R et R) sont le sege de mouvements
de convection dans la direction radiale, caipar une grandeelerogereite de la temprature dans
cette Egion. On admet cependant que cette convection ne brisegtasdequilibre si le gradient
de temg@rature n’est pas trop grand, et en particulieeiifgfur en modul@ celui correspondast une
transformation isentropique.

1 7 — Exprimer la composante radiale du gradient de t@tmtmre%—f au sein d'uneetoile splerique
constitiee d'un gaz parfait de coefficiept= cp/c, enévolution isentropique en fonction de la pres-
sionP(r), de la tempratureT (r) et de la composante radiale du gradient de pression.

|.D. — Puissanceemise et duee de vie du Soleil

Pour rendre compte de la puissargmise par le Soleil, onéglige la conduction et la convection
thermique et on ne retient que le process@hkange thermique radiatiédrit ci-dessous.
Chaque spére de rayom au sein du Soleil&de, pendandt, I' énergie

ou la quantié ¢(r) est appede flux radiatif dénergie. Ce flux est radial et diégrers I'exérieur. La
production dénergie dans le Soleil est assarpar les&actions nudaires au cceur decfoile, mais
selon un modle tes simple, nous supposerons que la puissamégage par unié de masse par ces
réactions, écrdt linéairement avec le rayon selon la relation

r
e(r)=0(1—=) avec O<r <Rg

Rs
L'unité dee est le Wkg™ et o est une constante. La masse du Soleil estes, son rayorRs et
sa masse volumiques est suppose constante dans ce nebel .

'd 8 — En écrivant un bilarénergetique sur une couche gspiique dépaisseur den regime per-

manent, éterminerg(r) si I'on fait I'nypothése que le flux radiatif est nul en= 0. En deduire la

puissance? = @(Rs) émise par le Soleil dans tout I'espace en fonctiorodet Ms. Des mesures
depuis la Terre, ou depuis un satellite, indiquent glie= 3,8 x 10?°W, calculer la valeur nu@rique

de la constante.

L’ énergie transpoge au sein du Soleil est produite par lésations de fusion de I'hydrége en
hélium qui ont lieu en son cceur : l&gion centrale la plus chaude repentant 14% de sa masse.
Chacune de ce®actions convertit 4 atomes d’hydeate en un atome d&lium et fournit I'energie
Ef = 4,23x 10 12). Onévalued 70% la masse du cceur susceptible de fusionneékumi On fait
I'hypothése que la puissanéise par le Soleil est constante.

'd 9 — En utilisant une elebreéquation d’Albert Einstein, &erminer la valeur nuérique de la
masse transforge enénergie par le Soleil chaque seconde. Edure la valeur nugrique de la

masse d’hydrogne transforr@e en &lium par le Soleil chague seconde. Combien de temps réiste-t-
au Soleil avant qu’il aiepuis tout son hydrogne ? On exprimera ce temps en &es

FIN DE LA PARTIE |

Page 3/6 Tournez la page S.V.P.



Elements d'astrophysique

Il. — Quelques problemes d’astrophysique
II.A. — Orientation de la queue d’'une comete

Une particule spérique de rayoru de masse volumiqup. située dans I'espace interstellaiaela

distancer du Soleil recoit de la part de cetétoile uneénergiedW pendant l'intervalle de temps
. . , . , . . . —

dt. Si I'on considkre que toute cettenergie est absogle par la particule, celle-ci subit une forEe

radiale epulsive, duex la pression de radiation, dont le modulécsit F = %% ou c est la €lérite

de la luméere dans le vide.

‘A1 10 —Déterminer I'expression dé en fonction deu, r, c et de la puissanc&’ émise par le Soleil.
A quelle condition su cette force est-elle s@pieurea la force de gravitation exeze par le Soleil
sur la particule ? La valeur limitgyy sera exprirge en fonction de?, G, Ms, p; et c. Calculer la
valeur nunérique deu, pour une valeur de la masse volumigue= 3,0 x 10%kg.m—3.

‘A 11 — Une congte est constitee d’'un noyau, d’une chevelure et de plusieurs queues dorg,|’
constitlee de fines poussies, est toujours siéea 'oppo£ du Soleil par rapport au noyau. Comment
interpiétez-vous ces observations ?

II.B. — La plan éte Osiris

En 1999, des astrophysiciens ont obgaiae baissegriodique de la luminositde I'etoileHD 209458
située dans la constellation dégasex 150 anges-lumere de la Terre. Cette chute de luminesitire
quelques heures puis la lumindsieprend sa valeur habituelle, leguionene se reproduit avec une
péeriodeT = 3,5 jours. On interggte cette variation par I'existence d’'une pita, baptiée Osiris,
tournant autour deé&toile et dont on admettra que le plan de I'orbite passe peerie. La luminosi
de la plarete est supp@e regligeable par rappoét celle de Iétoile. On supposetegalement dans la
suite que la mass®, de la plate Osiris est &s infrieurea la massen, de I'étoile HD 209458 et
gu’Osiris est I'unique plagéte de cettétoile.

'Jd 12 —Pourquoi la baissegriodique de luminosit peut-elle s’'interg@ter comme I'existence d’une
plarete ? Sachant que la baisseripdique de luminost obseree est de I7% , exprimer le rayon
R, d'Osiris en fonction du rayorR; de HD 209458. Par des mesures specttngues, on peut
déeterminer le type de &toile HD 209458 ce qui permet d’obtenir (en utilisant un rakedd’etoile)
son rayon, on trouvé&®; = 1,1 Rs. En céduire la valeur nugrique deR, que I'on exprimera en
fonction du rayon moyen de JupitBy.

1 13 — Les effets de ma&e conduisent rapidemeatl’annulation de I'excentricét de I'orbite de

la plarete dans ce type de configurationé€iser, dans ces conditions, le type de mouvement suivi
par Osiris autour de soatoile. Pendant I'intervalle de temp&aessaire aux diverses mesures, on
peut consiérer que le sysimeHD 209458-Osiris est en translatichla vitesséx dans le éferentiel
géocentrique. La composante radiale de cette vitesse esrabés depuis la Terre en utilisant I'ef-
fet Doppler-Fizeau. On remarque que cette vitesse radagie yeriodiquement entre les valeurs
extémesy, = 14,68 kms ety =14,85kms 1. Déterminer le module, de la vitesse orbitale de

I' étoile HD 209458 dans leaférentiel%g barycentrique du systeHD 209458-Osiris.

‘1 14 —On notev, le module de la vitesse orbitale de la pdéa Osiris danszg suppog galieen.
Quelle relation existe-t-il entrey, mp, vy et vo ? Exprimermy en fonction devy, my, T et de la
constante de gravitatioB. On pourra Bgligern, devantm.

1 15 — Sachant quem = 1,1 Mg, calculer la valeur nuérique dem, en fonction de la masdd;
de Jupiter.
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II.C. — Le r éseauechelette

La détection d’exoplaétes de petites dimensionéaessite

de pouvoir mesurer la variation de la vitesse radiale d’i 03

étoile avec une grandeémision.

Le télescope HARPS (High Accuracy Radial Velocity fi

Planet Research) s#a I'observatoire de La Silla au Chil

mesure la vitesse radiale d’'uatile avec une @cision de

ordre de 1 ms™! ce qui lui a permis en avril 2007 d

découvrir la prenire petite exoplagte nomnee Q.IESE 0
581c. Ce &lescope utilise unéiseauéchelette qui perme

d’obtenir une tes bonne luminogt dans un ordre d'in-

terferencetlee.

Ce type de éseau est constiétud’'un grand nombre de

petites facettes parfaitemeréflechissantes inclées d’'un

angley par rapport au plan dieseau eté&paées d’'une dis-

tancea. Chaque facette, de largelir= acosy, estéclaiee

en incidence normale par une onde plane monochromatique

de longueur d’onda. FIG. 1 — Le lesealechelette.

On observe I'ondeé&flechie « a I'infini » dans la directiorf gracea une lunette. Les centres des
facettes ndtsOy pourk = 1,--- ,n sont donc distants d& on noteraV un point quelconque d’'une
facette. Le dispositif est repsené sur la figure 1.

'd 16 —Rappeler le principe d’'Huygens-Fresnel.

'd 17 — On notex la distance entre un poimd situé sur la dewéme facette eD,. Exprimer, en
fonction dex et 0, la difference de marchea l'infini » & (M/O,) entre les rayons issus des sources
secondaires siges enO, et enM. De neéme, exprimer, en fonction dg y et 8, la difference de
marche« a l'infini » &(02/01) entre les rayons issus @& et O,. Le déphasage entre ces deux
rayons sera par la suite ap.

'd 18 —Exprimer 'amplitude totale de 'ondemise due aur facettes. En @duire I'intensié totale
| obsenee« a l'infini ». Montrer que celle-ci peldtre mise sous la forme

. . ¢ K
., [ Tacosysing sin ()
| =lpsing | ———| F avechk =
osirg| XV () avecki(9) [W
ou la fonction sig (u) = (sinu) /u désigne le sinus cardinal de I'angleetk est une constante que I'on
déterminera. Comment s’integte physiquement chacun des facteurs intervenant damsd'ssion
del.

'd 19 —Quelle est la priode de la fonctioffr,(¢) ? Tracer I'allure de la fonctioR,(¢) pourn>> 1.

d 20 — Pour quelle valeuBy, de 8 la fonction sir§ [rracos(y) sin(8) /A] admet-elle un maximum
global ? On remarque qué, correspond aux rayons qui se soéfl@chis selon les lois de Snell-
Descartes de l&flexion. On souhaite que, po@r= 6y, qui correspon@ un maximum d’intensg, la
fonction Fy(¢) ait un maximum correspondaati’ordre d'interrencep = 140. Ce eseatéchelette
permettra donc d’avoir un ordre d’intérience 140 &s lumineux pour une longueur d’onde déen
Déterminer I'angley correspondant, calculer sa valeurAsi= 431 nm et si le @seau contient 32
facettes par milliratre.
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‘A1 21 —La source d’'une ondelectromagatique plane de longueur d’'ondg pos®de une vitesse
radialev dans un eferentiel galieen d’origineO. Du fait de l'effet de I'effet Doppler-Fizeau, un
observateur fixe e® mesure, pour la longueur de cett@&mme onde, une valeur = Ao (1—v/cC).
En deduire I'expression de la variatiadbA en fonction deAo, ¢ et de la variatiomv. Pour I'étoile
HD 209458, on veut pouvoir distinguer la variation de vitess#ialeAv lorsque la vitesse passe de
14,68 kms! & 1485 kms~1. On observe dans I'ordre 140 la longueur d’oide- 431 nm avec le
resealechelette preedent. [Bterminer I'expression de la variatidv® de I'anglea la sortie du&seau
assockea la variationAv obsenee pouHd 209458. Calculer nugriquement la valeur d&6.

4 22 — Lorsqu’on se plac& un ordreéleve, on a un risque de chevauchement d’ordres. Quelles
sont les longueurs d'ond¥ etA” qui correspondraieri la méme dviation que la longueur d’onde
A =431 nm dans I'ordre 140 mais avec des ordres 139 et 1417

FIN DE LA PARTIE Il

Pour les applications nueniques, on utilisera les doaas suivantes

Masse molaire de I'hydra@me ;.74 = 1,0x 103 kg.mol~! Masse du Soleil Ms = 2,0 x 100 kg

Constante de gravitatiorG = 6,67 x 1011 N.m?.kg—2 Rayon solaire Rs= 7,0 x 18 m
Constante des gaz parfait#:= 8,31 JK 1.mol?! Masse de JupiterM; = 1,9 x 10?” kg
Vitesse de la lungire dans le videc= 3,0 x 10® m.s?! Rayon de JupiterR; = 7,0 x 10’ m
Permittivite du vide :gp = (36m) *x 1079 F.m 1 Masse de la TerreM,, = 6,0 x 10?4 kg
Perneabilite du vide :tg = 4rx 107" H.m 1 Rayon terrestreR;, = 6,4x 10° m

Constante d’Avogadro.##” = 6,02x 10?3 mol~*
Chargeélementaire e= 1,6 x 10°1°C
Masse de Blectron :me = 9,1 x 1031 kg

FIN DE ' EPREUVE
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