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SECONDEÉPREUVE DE PHYSIQUE

Fili ère PC
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signaler sur sa copie età poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’ilauraét́e
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UN SOIR D’ÉTÉ
Même dans la douceur d’un soir d’ét́e, un physicien cherchèa mod́eliser les ph́enom̀enes qui l’en-
tourent : l’eau de la piscine (partie I), les mouvements d’uninsecte pris au piège d’une toile d’araigńee
(partie II) ou les battements des ailes des papillons (partie III).

Les vecteurs sont surmontés d’un chapeau s’ils sont unitaires :êx ; ou d’une fl̀eche dans le cas géńeral :
−→r , −→v . Pour les applications nuḿeriques, trois chiffres significatifs sont recquis. Les nombres com-
plexes sont souligńes misà parti2 =−1.

I. — L’eau dans la piscine
L’eau contenue dans une piscine rectangulaire est assimilée à un fluide parfait (non visqueux) ca-
ract́eriśe par une masse volumique au reposρe = 1,00× 103 kg ·m−3. On noteg = 9,81 m· s−2

l’accélération de la pesanteur. Dans cette partie, on s’intéressèa deux questions I.A (est-il possible,
lorsqu’on parle au bord de la piscine, d’être entendu par un nageur plongé sous l’eau ?) et I.B (quelle
est l’origine du≪ clapotis≫ à la surface libre de l’eau ?) qui sont d’ailleurs totalementindépendantes.

I.A. — Parler dans l’air, entendre dans l’eau ?
Dans cette partie I.A, on tient compte de la compressibilité isentropiqueχe = 4,60× 10−10 SI de
l’eau, suppośee constante dans les conditions de la propagation des ondesacoustiques (ondes de
compression de faible amplitude). On noteγ = cp/cv le rapport des capacités thermiques massiques
à pression constantecp et à volume constantcv. Pour un gaz de molécules diatomiques rigides on
rappelle quecp = 7R/2 etcv = 5R/2.

1 — Rappeler la d́efinition et l’unit́e de mesure de la compressibilité χ. Comparer, dans les condi-
tions normales de température et de pression, les valeurs deχe et celle de la compressibilité isentro-
piqueχgp,2 d’un gaz parfait diatomique.
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On note(Oz) la verticale ascendante,p0 la pression atmosphérique. En pŕesence d’une onde acous-
tique, en un point reṕeŕe par le vecteur−→r à l’instantt on admet que la pressionp, la densit́e volumique
de masseρ et le champ de vitesse−→v (−→r , t) dans le fluide se mettent sous la forme

p(−→r , t) = p0−ρegz+ επe(
−→r , t)+o(ε)

ρ(−→r , t) = ρe+ ερe1(
−→r , t)+o(ε)

−→v (−→r , t) =−→v0 + ε−→ve(
−→r , t)+o(ε)

avec ε ≪ 1

La vitesse−→v0 correspond̀a celle des particules de fluidèa l’équilibre dans le ŕeférentiel galiĺeen
consid́eŕe. On peut donc choisir un référentiel dans lequel le fluide est au reposà l’équilibre et donc
−→v0 =

−→
0 .

2 — En utilisant l’́equation d’Euler, exprimer,̀a l’ordre ε, la d́erivée ∂
∂ t
−→ve en fonction deπe,

χe, ρe et g. On suppose que l’onde acoustique est harmonique de longueur d’ondeλ . Déterminer
l’expression d’une longueurλ0 telle que

Si λ ≪ λ0 alors
∂−→ve

∂ t
≃− 1

ρe

−−→
grad(πe) .

0n exprimeraλ0 en fonction deg, ρe et χe. Calculer la valeur nuḿerique deλ0. Que peut-on en
conclure ?

3 — En exprimant, au m̂eme ordre, la loi locale de conservation de la masse,établir l’équation aux
dérivées partielles du second ordre vérifiée parπe(

−→r , t). Quelle signification donner̀ace= 1/
√ρeχe ?

Calculer sa valeur nuḿerique.

L’air a pour masse volumique au reposρa = 1,3 kg·m−3 et pour compressibilité isentropiqueχa =
5,7×10−6 SI. L’appel du professeur (dans l’air) au nageur (dans l’eau) est mod́elisé par la propagation
d’une onde acoustique plane progressive, de fréquencef , qui atteint la surface horizontale de l’eau
sous l’incidenceθ > 0 ; elle donne lieùa la propagation d’une onde réfract́ee sous l’angleθ ′ > 0. La
géoḿetrie du probl̀eme est repŕesent́ee sur la figure 1.

xy

z

O

FIGURE 1 – Ŕefraction d’une onde acoustiqueà la surface de l’eau

4 — Déterminer la repŕesentation complexeπa(
−→r , t) de l’onde de pression associée à l’onde

incidente. On exprimeraπa(
−→r , t) en fonction dex, z, t, f , θ et ca = 1/

√ρaχa, on noteraΠa son
amplitude et on choisira la phase de cette onde nulle au pointorigine des coordonńees.

5 — Montrer que l’onde ŕefract́ee poss̀ede la m̂eme fŕequence que l’onde incidente et déterminer
la directionθ ′ de la propagation de cette onde. Que dire de l’onde réfract́ee siθ = 45◦ ? A quelle
condition ńecessaire surθ l’appel du professeur peut-ilêtre entendu ?
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Afin de pŕeciser les conditions de transfert de la puissance acoustique de l’air dans l’eau, ońetudie
dans les questions 6̀a 8 une onde acoustique se propageant en incidence normale (θ = 0) depuis l’air
vers l’interfacez= 0 qui śepare l’eau de l’air.

6 — Déterminer les expressions des représentations complexes des ondes réfléchie (not́ee πr )
et transmise (notéeπe) en fonction deΠa, f , t, z, ca ou ce et des coefficients de réflexion ¯r ou de
transmission̄t de l’onde de pression incidente.

7 — Déterminer les expressions des représentations complexes des vitesses de déplacement de
fluide assocíeesà ces trois ondes ; on lesécrira en fonction deΠa, (ρa, ca) ou (ρe, ce), r̄ ou t̄ et f , t, z.
En d́eduire les expressions des coefficients ¯r et t̄ à l’interface air-eau, en admettant la continuité de la
pression de part et d’autre de cette interface.

8 — Définir le coefficient de transmissionT1/2 de l’intensit́e acoustique d’un milieu 1 vers un
milieu 2. Montrer que dans le cas de la transmission d’une onde sonore de l’air vers l’eau

Ta/e ≃
4ρaca

ρece

Calculer la valeur nuḿerique deTa/e. Que peut-on en conclure ?

I.B. — Le clapotis de l’eau dans la piscine

On mèneà pŕesent l’́etude des oscillations de la surface de l’eau de la piscine. Cette dernìere est un
paralĺelépip̀ede de longueurL, de largeurℓ et de profondeurH. L’air qui la surmonte sera considéŕe
comme un fluide de pression uniformémentégaleà p = p0 enz= 0 ; l’accélération de la pesanteur
estg= 9,81 m·s−2.
Pourétudier les oscillations de sa surface, on assimile l’eauà un fluideincompressible, non visqueux
dont la densit́e volumique de masseρe = 1,00× 103 kg ·m−3 est constante. On néglige toutes les
forces autres que de pesanteur et de pression.
Dans ces conditions, on recherche des solutions auxéquations de l’hydrodynamique sous la forme
d’ondes planes caractériśees par une vitesse de propagation (vitesse de phase)−→u = un̂, où u> 0 et n̂
est un vecteur unitaire du plan horizontal(Oxy). Les ondes planes associées aux champs de pression
p(−→r , t) et de vitesse−→v (−→r , t) ont pour pulsationω et pour vecteur d’onde

−→
k = ω

u n̂.

9 — Dans le cadre du modèle propośe, rappeler l’expression géńerale du champ d’accélération
−→a (−→r , t) dans l’eau. Montrer que l’approximation‖−→v ‖ = v ≪ u permet d’en proposer une forme
simplifiée que l’on utilisera dans la suite de cette partie.

10 —Justifier que l’́ecoulement non stationnaire de l’eau peut alorsêtre d́ecrit commeirrotationnel
ou potentiel: −→v (−→r , t) =

−−→
grad[φ(−→r , t)]. Montrer qu’̀a un choix pr̀es de l’origine des potentiels (que

l’on justifiera avec soin), on peutétablir enz= 0 l’ équation

∂ 2φ
∂ t2 +g

∂φ
∂z

= 0

11 — On cherche le potentiel des vitesses sous la formeφ(−→r , t) = ξ (z)exp
(
iω

[
t − 1

u
−→r · n̂

])
.

Expliciter, sous cette hypothèse, la condition aux limites enz= 0, à la limite de la surface libre de

l’eau ; puis, justifier la condition d́ecrivant l’́ecoulement au fond de la piscine :
dξ
dz

∣∣∣∣
z=−H

= 0.

12 —En consid́erant l’́equation locale de conservation de la matière,établir l’équation diff́erentielle
du second ordre v́erifiée parξ (z). En utilisant la condition sur le fond de la piscine déterminer l’ex-
pression deξ (z) en fonction deξ (0), ω, u, H etz. On utilisera la fonction cosinus hyperbolique.

13 — En utilisant la condition sur la surface libre,établir enfin l’expression reliant la vitesse de
phaseu(ω) des ondes de surface et la pulsationω avec les param̀etresg etH.
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14 — Le clapotis de l’eau dans la piscine se traduit par un bruit parfaitement audible car la
fréquencef des oscillations peut se trouver dans le même domaine que les ondes sonores audibles
dans l’air. Proposer une valeur raisonnable pourf et en d́eduire, dans uneapproximation de grande
profondeur(que l’on v́erifiera et que l’on conservera dans la suite) la valeur correspondante deu.

15 — En justifiant votre ŕeponse, diriez-vous que ces ondes de surface sontdisperśeesou non
disperśees? Montrer que, dans l’approximation retenue, la vitesse de groupeu′ de ces ondes est telle
queu′ = βu où l’on détermineraβ ∈Q.

FIN DE LA PARTIE I

II. — La toile de l’araign ée
Ayant abandonńe l’idée d’̂etre entendu d’un nageur dans la piscine, le physicien commence une pro-
menade dans le jardin qui l’am̀eneà s’arr̂eter en admiration devant une toile d’araignée. Les fils en
sont-ils aussi solides qu’on le dit ? Cette partie se propose de ŕepondrèa la question.

II.A. — Mod élisation d’un fil élastique

16 —On consid̀ere d’abord un ressortélastique, ŕegi par la loi de Hooke, dont on notek la raideur
et ℓ0 la longueur̀a vide ; on note aussis= 1/k la souplessedu ressort. Quelle est la force exercée par
ce ressort sur son extrémit́e lorsqu’il acquiert la longueurℓ? On pŕecisera le sens de cette force sur
un sch́ema.

17 — On associe ensérie (cf. figure 2-a) deux ressortśelastiques, aligńes, de raideursk1 et k2,
de longueur̀a videℓ01 et ℓ02, formant un syst̀emeélastique unique de longueur totaleℓ = ℓ1+ ℓ2.
Montrer que l’ensemble estéquivalent̀a un ressort́elastique unique de longueurà videℓ0 = ℓ01+ ℓ02

dont on exprimera la constante de raideurk en fonction dek1 et k2. Ce ressort est-ilplus soupleou
plus raideque chacun des deux ressorts dont il est formé ?
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k
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`

b

FIGURE 2 – Association de deux ressorts en série (a) et en parallèle (b)

18 —On associe maintenant enparallèle(cf. figure 2-b) les deux ressortsélastiques de la question
préćedente formant un systèmeélastique unique de longueurℓ= ℓ1 = ℓ2. Déterminer la raideurk et la
longueur̀a videℓ0 du ressort́elastique uniquéequivalent̀a cette association ; Commenter sa souplesse.

19 —En vous appuyant sur les résultats des questions 17 et 18, expliquez pourquoi la forceexerćee
sur une de ses extrémit́es par un filélastique de longueurℓ0, de sections, peutêtre d́ecrite par une
loi analoguèa celle qui ŕegit les ressortśelastiques (loi de Hooke) avec pour constante de raideur du
fil k = Es/ℓ0, la constanteE, caract́eristique du mat́eriau dont il est constitúe, est appelée module
d’Young du fil. Montrer l’analogie de cette expression avec une relation, issue de votre programme,
li ée aussi aux lois d’association en série ou en parallèle.
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Pour mesurer le module d’Young d’un fil d’araignée, le physicien proc̀edeà l’expérience suivante :

il prélève sur une toile un fil d’araignée cylin-
drique, de rayonr0, de section constantes =
πr2

0, de longueur̀a videℓ0, et il le fixe en deux
points fixes sitúes sur une m̂eme horizontale,
distants deℓ0. Il attache alors, en un point du
fil, un hameçon muni d’un ou plusieurs plombs
de p̂eche ; le module du poids de l’ensemble est
not́e P (cf. figure 3). Le fil élastique se tend et
prend à l’équilibre une forme enV, les deux
segments du fil, de longueursℓ1 et ℓ2, formant
avec l’horizontale les anglesα1 et α2 positifs
et dans l’intervalle[0,π/2[. On peut aussi no-
ter h la flèchedu fil, c’est-̀a-dire la hauteur du
point d’attache de l’hameçon sous l’horizon-
tale,à l’équilibre.

`1
`2

P

1 2

y

x

O

y

`0

h

FIGURE 3 – Mesure du module d’Young d’un fil

20 — Établir, à l’équilibre du fil, les expressions des modulesF1 etF2 des forces
−→
F1 et

−→
F2 exerćees

par les deux brins de fil, de longueurs respectivesℓ1 et ℓ2, sur le point d’attache de l’hameçon, en
fonction deP, α1 et α2.

21 — Établir les expressions de cosα1 et cosα2 en fonction deℓ0, ℓ1 et ℓ2.

22 — On suppose que la sections du fil reste constante pendant l’étirement et que les forces
−→
F1

et
−→
F2 peuventêtre mod́elisées par la loi de Hooke décriteà la question 19. Montrer que la grandeur

x= (Es)−1 est solution de l’́equationℓ0 = ℓ1(1+xF1)
−1+ ℓ2(1+xF2)

−1. Exprimerx en fonction des
param̀etres

a= F1F2 , b= F1

(
1− ℓ2

ℓ0

)
+F2

(
1− ℓ1

ℓ0

)
et c= 1− ℓ1+ ℓ2

ℓ0

Pour chaque mesure, on note, en fonction du nombren de plombs de p̂eche attach́esà l’hameçon, les
valeurs deP, ℓ1 et ℓ2 (mesuŕes), deα1 et α2 (calcuĺes commèa la question 21), deF1 et F2 (calcuĺes
commeà la question 20) avant d’en déduire la valeur deEs(en ŕesolvant l’́equation du second degré
propośeeà la question 22). Le tableau proposé ci-apr̀es correspond̀a ℓ0 = 3,52 cm.

n P (mN) ℓ1 (cm) ℓ2 (cm) α1 (◦) α2 (◦) F1 (mN) F2 (mN) Es(mN)

1 0,711 1,84 1,79 13,9 14,3 1,45 1,46 46,6
3 2,07 1,68 2,01 19,2 15,9 3,46 3,40 71,1
4 2,74 1,45 2,30
5 3,42 1,56 2,24 26,8 18,3 4,59 4,31 55,7
6 4,10 1,62 2,24 28,8 20,4 5,08 4,75 50,6
7 4,77 2,32 1,56 20,1 30,7 5,29 5,78 53,7

23 —Compĺeter la ligne manquante du tableau.

24 — Le rayon du fil utiliśe est mesuŕe au microscope :r0 = 5,00± 0,25µm. En d́eduire une
estimation du module d’Young du fil, et la précision de cette estimation. Quelle est la dimension ou
l’unit é deE ?
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II.B. — Oscillations de la toile compl̀ete
On étudie maintenant la toile complète, qui sera, dans la situation de repos, modélisée comme une
structure circulaire horizontale comportant des fils radiaux dispośes aux anglesθk = 2kπ/N, avec
k = 0,1,2, . . . ,N−1 ; le nombre de rayons de la toile est doncN. Ces fils sont traḿes avec des fils
circulaires dispośes ŕegulìerement aux rayonsrp = pa où p= 0,1,2, . . ., le tout est repŕesent́e sur la
figure 4. Le bord circulaire(C ) de la toile est horizontal, rigidement fixé à la v́eǵetation, de rayon
R= 20 cm.

2 /¼ N

a

z

z

a

b

m Position de

l’insecte

FIGURE 4 – Mod̀ele de toile d’araigńee au repos (a) ou déformée (b)

On ne s’int́eresse qu’aux oscillations de la toile respectant la symétrie de ŕevolution ; les fils de la toile
sont tous au repos lorsque la toile est plane. Un insecte, pris au pìege au centre de la toile, provoque
la déformation de la toile ; on suppose qu’elle forme alors un cône d’axe vertical(Oz) et d’angle au
sommetα. On noteram la masse de l’insecte fixé au centre de la toile (donc au sommet du cône et on
négligera la masse des fils de la toile.

25 — Au cours du mouvement, commentévolue la longueur des fils circulaires (de longueur au
reposℓ0,c = 2πrp) ? Même question pour lesN fils radiaux (de longueur au reposégale au rayon de
la toile : ℓ0,r = R).

Chacun des fils de la toile, de longueur au reposℓ0, exerce sur chacune de ses extrémit́es, lorsqu’il est
étiré à la longueurℓ, une force de rappel de normeF = k(ℓ− ℓ0) où k = Es/ℓ0 ne d́epend que de la
section constantesdu fil et de son module d’YoungE.

26 —Montrer que la positionz de l’insecte sur la toile v́erifie l’équation diff́erentielle

d2z
dt2 +g=

NEs
m

f (α)

où on pŕecisera la fonctionf (α).

27 — Montrer que l’́etude des petits mouvements de l’insecte autour de sa position d’équilibre,
reṕeŕee parα = α0, conduità l’équation diff́erentielle

d2α
dt2 =

g
R

h(α0)(α −α0) avech(α) = sin2(α)
dln| f (α)|

dα

Pourα0 =
π
4 , on obtienth(α0) =−2,21 ; que peut-on en conclure ? La période des petites oscillations

dépend-elle de la masse de l’insecte ?

FIN DE LA PARTIE II

Page 6/7
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III. — Le vol des papillons
Attristé peut-̂etre par le sort de l’insecte piéǵe au centre de la toile, notre physicien s’intéresse enfin au
vol des papillons. Ceux-ci, de taille et de forme variée, pŕesentent,̀a l’œil exerće du physicien (et en-
tomologiste amateur) une propriét́e remarquable : plus ils sont petits, plus le battement de leurs ailes
est rapide. Nous nous proposons de rendre compte de cette propriét́e dans le cadre d’une simple ana-
lyse de facteurs significatifs. Ainsi, l’étude d’une famille d’animaux de m̂eme forme (homoth́etiques)
mais de dimensions variables conduità affirmer que la surfaceSdes ailes est simplement proportion-
nelle au carŕe de leur dimension caractéristiqueℓ, ce qu’onécriraS∝ ℓ2 ; cette notation signifie que
S= kℓ2, où k est une certaine constante (fonction par exemple de la formedes ailes) qu’on ne cherche
pasà d́eterminer.
L’ étude des facteurs significatifs peutêtre meńee par unéetude de diagrammes logarithmiques,à partir
par exemple du tableau de données exṕerimentales ci-après qui donne, pour différentes esp̀eces, des
mesures de l’envergureRdes ailes (plus grande distance de l’aile au point milieu de l’abdomen), de la
longueurL du corps (de la t̂eteà la queue) et de la fréquencefb du battement des ailes en vol (mesurée
par des caḿeras rapides).

Esp̀ece R [mm] L [mm] fb [Hz] Photo

Troides
radamantus

65 46 9

Papilio
rumanzovia

61 35 10

Pachliopta
hector

44 27 13

Graphium
sarpedon

39 25 16

Precis
iphita

33 21 19

Calospila
idmon

15 11 32

28 — Par uneétude pŕecise
(le traće d’un diagramme logarith-
mique par exemple), montrer l’exis-
tence d’un exposanta décrivant,
pour l’ensemble des espèces cit́ees
dans ce tableau, une relation entre
dimensions, sous la formeR ∝ La.
Commenter la valeur dea ainsi
détermińee.

29 — Le papillon en vol
équilibre les forces de volumeFv

(pesanteur, poussée d’Archim̀ede)
et les forces de surface (forces de
contact des pattes avec les supports)
par une force de poussée hydrody-
namique. Les forces de surfaceFs

suivent bien une loi d’́echelle avec
pour facteur significatifL, dont on
admettra qu’on peut l’écrire Fs ∝
L2. Justifier l’existence d’une rela-
tion du typeFv ∝ Lc et pŕeciser la
valeur dec.

30 — La force de pousśee hydrodynamiqueΠ due aux battements des ailes ne dépend que de
la masse volumiqueρa de l’air, de la surfaceS des ailes et de la fréquencefb du battement des
ailes. En admettant une expression du typeΠ ∝ ρ p

a Sq f r
b, déterminer les entiersp, q et r par analyse

dimensionnelle.

31 — Le vol (stationnaire) du papillon est régi par une loi ḿecanique du typeΠ = Fv+Fs, où
l’un des deux termes (de surfaceFs ou de volumeFv) est pŕepond́erant. En supposant quefb ∝ Lk,
déterminer les valeurs dek correspondant au fait queFv ouFs soit pŕepond́erant.

32 — A partir des donńees exṕerimentales d́eterminer celui des deux termesFv ou Fs qui est
effectivement pŕepond́erant.

FIN DE LA PARTIE III

FIN DE L’ ÉPREUVE
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