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ameńe à prendre.
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UN HOULOG ÉNÉRATEUR PENDULAIRE
On consid̀ere un houloǵeńerateur pendulaire destiné à convertir l’́energie ḿecanique de la houle ma-
rine enénergieélectrique. Celui-ci se compose d’un pendule oscillantà l’intérieur d’un flotteur libre
de se d́eplacer̀a la surface de l’oćean. La houle entretient le mouvement du flotteur, et donc, par l’in-
termédiaire des forces d’inertie, l’oscillation relative du pendule. Un alternateur solidaire de l’axe du
pendule assure la production d’énergieélectrique. Les trois parties du problème sont ind́ependantes.
On y envisage successivement la caractérisation de la houle en tant qu’onde de surface, l’étude
mécanique du houloǵeńerateur, puis le problème de la conversiońelectroḿecanique.

Dans tout le probl̀eme, les vecteurs~v sont not́es avec une fl̀eche en ǵeńeral mais avec un chapeaûu
s’ils sont unitaires, et on associeà une grandeur sinusoı̈dale f (t) = A0cos(ωt +ϕ) sa repŕesentation
complexe souligńee

f (t) = A0exp j(ωt +ϕ) avec f (t) = Re{ f (t)} et j2 =−1

Une grandeur surmontée d’un point repŕesente la d́erivée temporelle de celle ci :̇α =
dα
dt

.



Un houloǵeńerateur pendulaire

I. — Caractérisation de la houle

Dans une mod́elisation simplifíee, le probl̀eme est supposé illi-
mité selon la direction̂ey et invariant vis-̀a-vis de la variablex. La
houle en surface est caractériśee par l’́equation de la surface libre

z= H +ξ (y, t) où ξ (y, t) = acos(ωt −ky)

où H est la profondeur au repos,ξ (y, t) l’ élévation par rapport̀aH
dueà la houle,ω la pulsation et~k= kêy le ≪ vecteur d’onde≫ de
la houle, tous les deux réels. On leur associe la période temporelle
T et la longueur d’ondeλ .

FIGURE 1 – Paraḿetrisation de la
houle

On s’int́eressèa l’écoulement de l’eau de mer entre le fond plat et imperméable enz = 0 et la
surface libre enz= H + ξ (y, t). Cet écoulement est paramétŕe par les champs eulériens de vitesse
~v(y,z, t) = vy(y,z, t) êy+vz(y,z, t) êz et de pressionP(y,z, t). Pour cettéetude, on se place dans le cadre
de l’approximationa≪ λ , dite ≪ acoustique≫, où les champs préćedents traduisent uneévolution de
≪ faible amplitude≫ de la particule fluide autour de sa position au repos(y,z).
On suppose que l’eau de mer est un fluide incompressible de masse volumiqueµ = 1,00·103 kg.m−3

en écoulement irrotationnel. La pression atmosphériqueP0 et le champ de pesanteur~g= −gêz sont
uniformes, on prendrag= 9,81 m.s−2. Enfin, dans le ŕeférentiel terrestre(Oxyz), l’ écoulement v́erifie
l’ équation de Navier-Stokes

µ
[ ∂~v

∂ t
+(~v·

−−→
grad)~v

]
=−

−−−→
gradP+µ~g−2µ ~Ωt ∧~v+η ∆~v

où~Ωt désigne le vecteur rotation de la Terre autour de son axe polaire etη la viscosit́e dynamique de
l’eau de mer. Pour les application numériques on prendraη = 10−3Pa.s.

Pour l’étude envisaǵee, l’équation de Navier-Stokes peutêtre grandement simplifiée dans le cadre des
approximations suivantes :
– A1 : le terme de viscosité est ńegligeable devant le terme de convection ;
– A2 : le terme de Coriolis est négligeable devant le terme de convection ;
– A3 : la dérivée convective est négligeable devant la dérivée temporelle locale.

1 — En consid́eranta comme distance caractéristique du d́eplacement d’une particule fluide,

traduire litt́eralement chacune des approximations sous forme d’une inégalit́e en ordre de grandeur
portant sur les quantitésa, T, λ , et les constantes du problème.

2 — Proposer des valeurs numériques pourµ et Ωt. En d́eduire les ordres de grandeurs inférieur
et suṕerieur pourλ impośes par les approximations A1et A2 dans le cas d’une houle telle que
a= 1 m etT = 5 s. Ces approximations sont-elles justifiées ?

3 — Quelle propríet́e doit v́erifier le champ de vitesse~v pour qu’il existe un potentiel des vitesses
scalaireΦ(y,z, t) tel que~v=

−−−−→
grad Φ. Quelle est l’́equation v́erifiée parΦ ?

4 — Simplifier l’équation de Navier-Stokes dans le cadre des approximationsA1 , A2 et A3 .

En d́eduire que la quantité ε =
∂Φ
∂ t

+
P
µ
+ gz est uniforme dans l’écoulement. Quelle signification

physique peut-on donnerà
P
µ
+gz?
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5 — On chercheΦ sous la forme d’une fonctioǹa variables śepaŕees dont la représentation com-
plexe s’́ecrit

Φ(y,z, t) = f (z)ej(ωt−ky)

Déterminer l’expression def (z) en fonction dek, zet de deux constantes d’intégration que l’on notera
c1 etc2.

6 — En étudiant la surface libre de cotez= H + ξ (y, t), justifier avec rigueur les conditions aux
limites impośeesà Φ sur la surface libre, ce qui revient dans l’approximation≪ acoustique≫ à se
placer enz= H.

∂Φ
∂z

∣∣∣∣
z=H

=
∂ξ (y, t)

∂ t
et

∂Φ
∂ t

∣∣∣∣
z=H

=−gξ (y, t)

En d́eduire une relation reliantc1, c2 et les param̀etres du probl̀eme.

7 — En écrivant la condition aux limites imposéeà Φ enz= 0, montrer quec1 = c2. En d́eduire
l’expression deω2 sous la formeω2 = gkΨ(kH) où l’on précisera l’expression de la fonctionΨ(kH).
Vérifier que

Ψ(kH)≃ kH si kH ≪ 1 et Ψ(kH)≃ 1 sikH ≫ 1

Dans le cadre de l’étude envisaǵee, il est possible de faire l’une ou l’autre des deux hypothèses
suivantes :
– H1 : la houle se propage en eau peu profonde ainsikH ≪ 1 ;
– H2 : la houle se propage en eau profonde ainsikH ≫ 1.

8 — Pŕeciser dans chacun des cas H1et H2 si la propagation de la houle est ou n’est pas

dispersive. Comment cela se manifeste-t-il en pratique pourun observateur scrutant les oscillations
de la surface libre ?

9 — L’ étude envisaǵee par la suite est effectuée pour une profondeur au reposH ≃ 100 m. Laquelle
des deux hypoth̀eses H1ou H2 doit-on retenir dans le cas d’une houle telle quea= 1 m etT = 5 s ?
L’approximation≪ acoustique≫ est elle v́erifiée a posteriori ?

10 —Les ŕesultats pŕećedents permettent de montrer qu’au voisinage de la surface libre le potentiel
des vitesses s’écrit

Φ(y,z, t) =
jaω
k

ek(z−H) ej(ωt−ky)

Exprimer, dans le cadre de l’approximation≪ acoustique≫, les d́eplacements réelsδy(y,z, t) etδz(y,z, t)
d’une particule fluide autour de sa position au repos repéŕee par ses coordonnées(y,z). Quelle est,
dans ce cas, la nature de la trajectoire suivie au cours du temps par une particule fluide ? Quelle est
l’ évolution de cette trajectoire en fonction dez?

11 — Le fonctionnement du houlogéńerateur peut̂etre perturb́e quand la vitesse horizontale
d’une particule fluide en surface dépasse la vitesse de propagation de la houle. On dit alors qu’il
y a d́eferlement. On appelleγ = 2a/λ la cambrure de la houle.́Etablir que le d́eferlement apparaı̂t
lorsqueγ devient suṕerieurà une certaine cambrure critiqueγc que l’on d́eterminera. Une houle se
propageant en eau profonde et telle quea= 1 m etT = 5 s est-elle d́eferlante ?
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12 — Avant de passer au principe même du houloǵeńerateur, il restèa quantifier la puissance
disponible. Justifier que l’on puisse exprimer la puissancemécaniquePm dévelopṕee par la houlèa
travers une section verticaleS d’écoulement sous la forme

Pm =−
∫∫

S

µ
∂Φ
∂y

∂Φ
∂ t

dσ

Exprimer, dans le cadre de l’approximation≪ acoustique≫, la puissance ḿecanique moyenne<Pm>
dévelopṕee par la houle sur toute la hauteur de l’écoulement en fonction deµ, ω, g, a et de la largeur
ℓx selon la direction̂ex. Déterminer la valeur de la puissance<Pm>/ℓx disponible par m̀etre de front
d’onde dans le cas d’une houle telle quea= 1 m etT = 5 s. Que pensez-vous de cette valeur ?

FIN DE LA PARTIE I

II. — Étude mécanique du houloǵenérateur

Le houloǵeńerateur consid́eŕe est mod́elisé par
deux composants :
– un flotteur de centre d’inertieG ;
– un pendule pesant de longueurℓ = AB, dont la

massemp = 105 kg est concentréeà l’extrémit́e
B et dont le point d’attacheA est confondu avec
G.

On note, dans ce cas,α(t) l’inclinaison du pen-
dule relativement au flotteur qui, lui-m̂eme, reste
vertical. Enfin, le couplagéelectroḿecanique entre
le pendule et l’alternateur qui permet de conver-
tir l’ énergie ḿecanique du pendule eńenergie
électrique introduit un couple résistant de moment
−β α̇ êx où le coefficient de conversion est fixé à la
valeurβ = 1,05.106 N.m.rad−1.s.

FIGURE 2 – Houloǵeńerateur ḿecanique

Le champ de pesanteur~g=−gêz est toujours uniforme. La liaison pivot d’axe(Gx) entre le pendule
et le flotteur est parfaite. On considère que l’action de la houle sur le flotteur se résume aux seules
translations selon les directionsêy et êz du centre d’inertieG, appeĺees cavalement et pilonnement, et
caract́eriśees par les coordonnéesY(t) et Z(t) deG dans le ŕeférentiel terrestreR = (Oxyz) suppośe
galiléen.

13 — Donner l’expression de la force d’inertie qui s’exerce sur le pendule dans le référentiel
barycentriqueR′ = (Gxyz) du flotteur.

14 — En appliquant le th́eor̀eme du moment cińetique enG = A au pendule dans le référentiel
barycentriqueR′ du flotteur, montrer que l’équation diff́erentielle v́erifiée parα s’écrit

α̈ +χα̇ +s(α) = 0 (1)

où l’on exprimeraχ en fonction deβ , mp et ℓ et la fonctions(α) en fonction deℓ, g, Ÿ, Z̈ et α.

15 —Exprimer l’énergie ḿecaniqueEm du pendule dans le référentiel barycentriqueR′ du flotteur.
À l’aide d’un bilanénerǵetique, retrouver l’́equation diff́erentielleétablieà la question 14.

L’action de la houle est dorénavant caractériśee par une ṕeriodeT = 5 s et par les fonctionsY(t) =
acos(ωt) etZ(t) = asin(ωt) avecω = 2π/T.
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16 —Pour cette question on considérera l’exemple d’un houloǵeńerateur dot́e d’un pendule de lon-
gueurℓ= 2 m.Étudier la solution de l’́equation (1) dans un régime de faibles accélérations verticales
(
∣∣Z̈
∣∣≪ g) et de petites oscillations (|α| ≪ 1). On d́eterminera en particulier la durée caract́eristiqueτ

et la pseudo-ṕeriodeTt du ŕegime transitoire ainsi que l’amplitudeAmax du ŕegime sinusöıdal forće.

FIGURE 3 – Évolution deα en fonction det pour différentes valeurs dea et deℓ.

17 — Une ŕesolution nuḿerique de l’́equation (1) sans hypothèses surα et Z̈ est entreprise pour
diff érentes valeurs dea et ℓ à partir de conditions initiales nulles. La représentation graphique de cer-
taines de ces solutions fait l’objet de la figure 3. En utilisant les ŕesultats de la question 16, interprétez
le plus pŕeciśement possible ces courbes.

FIGURE 4 –<P> en fonction deℓ

On s’int́eressèa pŕesentà la puissance moyenne conver-
tie en ŕegime d’oscillations forćees par le houloǵeńerateur,
not́ee<P>. On calcule pour cela la fonction<Pℓ> qui
repŕesentent l’́evolution de<P> en fonction du param̀etre
ℓ du houloǵeńerateur, les autres paramètresétant constants.
La résolution nuḿerique de l’́equation (1) a permis d’obte-
nir la figure 4. Pour ces calculs et afin de tracer la courbe on
a choisia= 0,1 m etT = 5 s.

18 — Comment peut-ońevaluer<Pℓ> à partir de la
solution nuḿeriqueα(t) de l’équation (1) ? Interpréter phy-
siquement la courbe.

FIN DE LA PARTIE II

III. — Probl ème de la conversiońelectromécanique
La conversion de l’́energie ḿecanique du pendule enénergiéelectrique est ŕealiśee par un alternateur.
Les oscillations du pendule sont converties en un mouvementde rotation sensiblement uniformeà
la vitesse angulaireΩ autour de l’axe(Ox) d’une bobine appelée rotor. La bobine de résistancer
et d’inductance propreL comporteN spires rectangulaires jointives et associées en śerie, d’́epaisseur
négligeable, de hauteurh selonêx et de largeurb perpendiculairementà cette direction. Elle est ferḿee
sur une ŕesistance de chargeR.
On suppose dans un premier temps qu’un champ magnétique uniforme~B0 = B0 êy est cŕeé par un
aimant permanent et immobile, appelé stator (voir figure 5). On notei l’intensité du courant induit par
la rotation de la bobine dans le champ~B0, son sens est indiqué sur la figure 5.
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FIGURE 5 – Paraḿetrisation de l’alternateur

19 —En utilisant la ḿethode de votre choix, exprimer d’une part, la forceélectromotricee induite
au sein de la bobine en fonction deN, h, b, B0, Ω ett, et d’autre part, le moment des forces de Laplace,
ou couple de Laplace,~ΓL subi par la bobine en fonction deN, h, b, B0, i, Ω et t.

20 — On suppose que le rotor se trouve dans un régime de rotation uniforme forcéeà la vitesse
angulaireΩ. À l’aide d’un sch́emaélectriqueéquivalent,́etablir l’équation diff́erentielle v́erifiée par
l’intensité i (t). Montrer que l’intensit́e se d́ecompose en la somme d’un régime transitoirei0(t) et
d’un régime sinusöıdal permanenti1(t) = I1cos(Ωt +ϕ). Quelle est la duŕee caract́eristiqueτ1 du
régime transitoire ? D́eterminer les expressions deI1, cosϕ et sinϕ en fonction deN, h, b, B0, R, r, L
et Ω.

On ŕesume l’effet du couple de Laplaceà sa valeur moyenne sur une période not́ee〈ΓL〉 et l’effet
d’entrâınement du pendule sur la bobineà un couple moteurΓm stationnaire.

21 —Exprimer le couple de Laplace moyen〈ΓL〉 en fonction deN, b, h, B0, R, r, L etΩ. Interpŕeter
physiquement le signe de〈ΓL〉.

22 —Tracer l’allure de la fonction|〈ΓL〉(Ω)| pourΩ ≥ 0. Étudier graphiquement l’existence et la
stabilit́e d’un (ou plusieurs) régime(s) de rotatiońetabli(s) en fonction de la valeur du couple moteur
Γm > 0. En d́eduire l’existence d’une vitesse de rotation et d’un couplemoteur critiques,Ωc etΓc, que
l’on déterminera. Que se passe-t-il si les conditions de fonctionnement du houloǵeńerateur conduisent
à d́epasser l’une ou l’autre de ces valeurs critiques ?

Dans la pratique, pouŕeviter ce probl̀eme, on organise le stator en secteurs angulaires créant un champ
magńetique tournant~B0 = B0 û où û est toujours le vecteur représent́e sur la figure 5.

23 — Avec cette nouvelle ǵeoḿetrie radiale du stator, déterminer la forcéelectromotriceerad

induite dans la bobine puis relier le couple de Laplace~Γrad
L subi par la bobine au couranti circulant

dans celle-ci.

24 — On suppose toujours que le rotor se trouve dans un régime de rotation uniforme forcéeà la
vitesse angulaireΩ. Déterminer l’expression du couple de Laplace~Γrad

L en fonction deN, b, h, B0, R,
r et Ω subi par la bobinèa l’issue du ŕegime de courant transitoire.
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25 —Les param̀etres physiques du montage sontb= h= 1 m etB0 = 1 T. Le bobinage est réaliśe
dans un fil de cuivre de sections= 1 mm2 et de conductivit́e électriqueγ = 5,8.106 Ω−1.m−1. On
suppose que l’on peut identifierΩ à α̇ défini lors de l’́etude ḿecanique et que l’on peut négliger
R devantr. Déterminer le nombreN de spires̀a ŕealiser pour atteindre le coefficient de conversion
β = 1,05.106 N.m.rad−1.s utilisé pour dimensionner la partie mécanique du houloǵeńerateur.

FIN DE LA PARTIE III

FIN DE L’ ÉPREUVE
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