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PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES (4 heures)
¢

Lesdeux premiéres parties de ce probléme sont consacrées a I'étude de certains opérateurs
linéaires (expression synonyme de « endomorphismes d’espaces vectoricls »), d’un point de vue
algébrique et, dans une moindre mesure, géométrique ; dans la troisiéme partie, on étudie des
opérateurs linéaires assez voisins, mais d’un point de vue analytique.

On note AB l'opérateur A< B, A et B étant deux opérateurs linéaires dans un espace
vectoricl E. De méme, on note Ad Pimage d’un vecteur ¢ de E par P'opérateur linéaire A .
PARTIE 1

On fixe un nombre complexe v ; on désigne par E un espace vectoriel complexe admettant
une base (¢,),n € Z;ct A, B,, C,, D, les opérateurs linéaires dans E définis comme suit :

Ad, =2in¢,

Bv¢n = (V +1+ 2“) ¢n+l

Cao= (v +1-2n) b,

D, =B, + C,
On pourra admettre le résultat suivant : tout sous-espace vectoriel de E, invariant par A, est
somme directe de certains sous-espaces Cé, . On se propose de déterminer les sous-espaces
vectorielsde E , invariants par les troisopérateurs A , B, ,C, , et minimaux, ¢’est-a-dire ne contenant
strictement aucun sous-espace vectoricl non nul invariant par ces trois opérateurs.

1. Calculer les commutateurs [ A, B, |,[A,C,],[A, D,].

(On rappelle que [A,B,| = AB, - BA, etc.)

2. Démontrer les résultats suivants :

a - sivn’est pasun entier impair, E n’admet aucun sous-espace vectoriel (sous-entendu :
distinct de {0} et de E) invariant par A, B,, C, ;

b-siv=—-2m—1,m &N, E admet un unique sous-espace vectoriel invariant minimal,
a savoir le sous-espace vectoriel E’ engendré par ¢_, , ..., b, ;

c-siv=2m+ 1,m € N, E admet exactement deux sous-espaces vectoriels invariants
minimaux que 'on déterminera.

3. Déterminer les opérateurs linéaires dans E commutant avec A, B, et C, .

Tournez la page S.V.P.
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PARTIE 11

On suppose v = —2m — 1, m € N; on note A’, B!, C?, D! les restrictions de A, B, ,
C,,D aE".

1. A quoi sont égaux A°, B, C*, D! lorsque v = =1 ?
On suppose dorénavant v = —1.

2. On note (| ) le produit scalaire complexe sur E pour lequel la base (¢_g »..., $,,) €5t
orthonormale ; on fixe un opérateur linéaire T dans E', hermitien pour ce produit scalaire, et
inversible ; on dit qu’un opérateur linéaire S dans E, est antihermitien relativement a T s’il vérifie

TS + $*T = 0, ou S* désigne Padjoint de S . Etablir les résultats suivants :

a - Pour que A soit antihermiticn relativement a T, il faut ct il suftit que la matrice
de T sur la basc (¢_,,, ..., ) soit diagonalc.

b - Pour que A° et D? soient antihermitiens relativement a T , il faut et il suffit, outre
la condition précédente, que 'on ait

(m + n)!
1)..(m+1-n)

(T, | 62) = K(~1)" 3

ou k est une constante.

¢ - Si ces conditions sont remplies, i(B) — C?) est aussi antihermitien relativement
aT.

On suppose maintenant vérifiécs les conditions ci-dessus; on prend m = 1, donc
v = =3 ; on définit T par:

(T | ) = (Td. b ) =1 (m.,;%):_%

On munit E° de la nouvelle base suivante :
1 .
¥, ‘= 7; b+d) , U= \/5 b , W= 7.5 (b1~ d-)

On désigne par E? le sous-espace vectoriel réel engendré par ces vecteurs, et on considére un
vecteur x , élément de E?, défini par :
: =X Y + Xl + X305

3. Calculer (Tx|x) .

4: Calculer la dérivée de la fonction f définie sur R par:

f(t) = (T e*x| e*x)
g tl’l( A0)n
A = 2.0 =
Que peut-on dire de f(t) ?

5. Décrire Pensemble des éléments ¢'’x lorsque t décrit R, x restant fixé.

6. Méme question pour ex.

A SUIVRE
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PARTIE 111

On fixe un nombre réel a > 0. On définit une application u, de R dans lui-méme de
la fagon suivante :

— 8i 0 € R est de la forme —g + kwaveck € Z, alors u,(0) = 6

— si 0 appartient A un intervalle ]%r + kw ,%T + (k + 1)1:[, alors u,(0) appartient au

méme intervalle, et tan (u,(0)) = a tang .
-1. Montrer que Papplication u, est un difféomorphisme de classe C* et que :

du, _ a
de a’+ (1 —a’cos’9

Pour tout entier r = 0 on désignc par F' I’cspace des fonctions complexes sur R, de
classe C' et périodiques de période 7 . On fixc un nombre complexe v ; pour tout f € F* et tout
réel t, on pose -

vel
0@ = (%) e

ou a = ¢'; il est clair que U, est un opérateur linéaire dans F* .

2. Dire pour quelles valeurs de v les opérateurs U, sont unitaires dans F' en ce sens que
P ‘
on a

51w pde = [; 150 P o
pour toute f € F*. [ On pourra examiner d’abord lc cas ol r = 0]
3. On suppose r > 0. Calculer la dérivée par rapport a t, pour t = 0, de (U f) (8), que
'on notera (U%) (8) ; il est clair que U" est un opérateur linéairc dans Pespace F*, intersection

de tous les F*.

4. Dire pour quelles valeurs de v 'opérateur U° est antihermitien en ce sens que
lona:

W o— w

[ 7@ wneyde + [ TR@ ) do =0  VigeF

5. Etablir, en utilisant Ics fonctions ¢,(8) = ¢*™®, unc rclation entre U® ct Popérateur
D, de la partie I..

‘¢
¢
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