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OPTION P’ 

PREMIÈRE COMI’OSITION DIS MA1’11hMATIQUES (4 heures) 

4 

On se propose dc cldinont rcr l’cxislciicc ct I’iiiiicitb clc la solution chi c< probli.nic clc 
Dirichlet discret pour le rectangle >> ; c’es1 I’oOjcl dc la partic 111 ; Ics prepiirations nkcssaircs 
sont faites aux piirties 1 et Il ; la partie I V  cst consacrtk li quclqucs calculs cxplicites. 

Dans tout le problèmc, pour t o u t  entier i i  > O on note M(II , C)  I’cnscniblc des niatriccs 
complexes à n lignes ct n coloniics, Il, la matricc iinitd, JI,  la niatricc ayant pour cocfhcicrits 

1 si 1 i - j l  = 1 

O sinon 
(Jlt)l , J  = 

On idcntific une  matrice à I’cnclomorpliisiiic qu’elle rcprkscnte dans la basc canonique 
de C” . On munit C” de sa norme usuelle 

et M(n , C) de la norme définie par : 

I’AIWI 15 I 

On fixe dcux nombrcs rCcls a ct p ,  dtrrnt non nu l  ; on posc : 

A, = 4 + PJll 
IJJ X) = clcl ( - Al,) VI1 2 3 

P,(X) = I 

P,(X) = x - a 
1. Démontrer que, pour n > O, t o u s  Ics zCros clc PI, sont r6cIs. 

2. Montrer qu’il existe dcs formes linCaires A, , n 2 O sur C [ X 1 ,  déterminées de façon 
unique par la condition : 

Q = E  hi,(^) 1’” V Q E C [ X ]  
n)ll 

Tournez la page S.V.P. 
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4. Calculer Ics composantcs de XP, sur la hase des P, (k 2 O) . 

5. Pour tout couple d'cnticrs (m , n) viritiant ni S n , démontrer les propriétés suivantes : 

[ On pourra raisonner par récurrence sur m .] 

b - b(P,,,P,,) = O si m z n 

c - Pour tout élément Q de C [ X 1 ,  A,,(Qa) est PO itif ou nul, t nul si et s ulement 

si Q est nul [ a désignc le polynôme clont Ics cocfticicnls sont Ics complcxes conjugués de ceux 
de Q I .  

6. Montrer que, pour n > O, tous Ics zfros de Pl, sont simples. 

PAK'IIE I I  

On suppose ici a = 4 ; p = - 1 ; n désignc toujours un entier > O .  

1. Vérifier que II JI, II < 2 . 

2. Montrcr que toutes les valeurs propres tlc A,, sont strictement supérieures A 2 [on 
rappellc que A, est symétrique ct rkcllc 1 .  

3. Construire une matrice T, , invcrsible, t e k  que A,, = T,, + Ti' et que 2 - Il, soit 
invcrsiblc pour t o u t  cnticr k iion nul. 

4. On SC donnc u n  cnticr q 3 2 CI un vcctciir W clc C" . Construire uiic suite VI, ,..., V, 
d'6ldmcnts dc C" VCritiiinl : 

V, = A,, Vk-1 - Vk-2 

VI, = O , v,, = w 
pour k = 2, ..., q 

Démontrer l'unicité d'une telle suite. 

On fixe deux cnticrs p et q au nioins Cgaux 3 2 ; 011 note R le (( rectangle discret D : 

R = ( ( x , y ) E R * I x = O , I  ,..., p t 1 ; y = O , l ,  ..., q +  1 1  

On appcllc R" son << intérieur )> : 

R " = { ( x , y ) f R 2 I x =  I ,..., p ; y =  I ,..., q }  

On désigne par dR sa (( frontière B, réunion des 5 enscmhlcs suivants : 

F , = ( ( x , O ) ( x = l  ,..., p )  

F2 = ( (x , q + 1) 1 x = 1, ..., p 1 
F3 = 1 (0 , y) 1 Y =; 1, ..., q 1 
F 4 = ( ( p +  ~ , Y ) ~ Y = ~ , . . . , ~ ~  

s = { ( O ,  O ) ,  ( O ,  q + 1 ) ,  (p  3- 1 , O ) ,  (p -t 1 i q + 1) 1 - 
A SUIVRE 
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On dit qu’une fonction complcxc h ddfinic u i r  I< est (( harmonique H si elle vérifie : 

4 h(x, y) = h(x + 1 ,y)  + h(x - I , y )  + h ( x ,  y + 1 )  + h(x, y - 1) V ( x ,  y) E R”.  

Si 4 est une  fonction complexe donnkc sur di<  , o n  appelle N probleme de Dirichlet pour 4 D la 
recherche d’une fonction harrnoniquc h sur I< , coi‘ncidant avec 4 sur aR . 

1. On suppose d’abord (p nulle sur dR\F2 (on désignc ainsi le cornplhientaire dc F, 
dans dR) ; on note W le vecteur de Cl’ de coorcloniidcs 4,(i , q + l ) ,  i = 1, ..., p. A toutc fonction 
h sur Ron associe lesvccteurs V, , k = O ,  ..., q i I , de coordonnécs h(i , k) , i = 1, ..., p . Ramener 
le problème de Dirichlet pour + B la rdsolutioii c h i  systcme : 

Vk = A,, Vk-1 - Vk-2 pour k = 2, ..., q + I 

V” = O , vq+, = w . 

Démontrer l’existence et I’unicitk dc sa solution. 

2. Traiter Ic cas où 4 est nulle sur dl<\S , puis le cas général. 

I’AI<‘L’IE IV 

On admcttra I’cxistcncc dc polyiiOincs QI, (de degré n 2 O) tels quc : 

siii (II + I )x  
sin x Q,, (cos x )  = 

1. Vkrificr que l’on a, pour tout II 2 2 : 

2. Trouver une  relation simple ciitrc Ics po lynhcs  QI, ct Ics polyncimcs Pl, définis ii l u  
partie 1 à I’aidc d’un couplc (u , p) convciid~lc . 

3. DCtermincr les valeurs propres tlcs 11IiItriccs A, de la partie 1 . 

4. OII note A une  valcur proprc dc A,, . Trouver dcs scalaircs v, ,..., un_, tels que le vecteur 
de coordonnécs ui P,(h) , oh i = O, ..., n - 1 , soit vcctcur proprc pour A, associé a la valeur 
proprc A .  

4 4  + 
FIN 


