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COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES - 
DUR& : 4 heures 

INTRODUCTION. On dési ie  par K le corps R des nombres réels ou le corps 
C des nombres complexes et par N un entier suptkieur ou égal à 1. On s’intéresse aux 
systèmes d’équations différentielles dans KN et, en particulier, à l’étude de propriétés 
qualitatives de leurs solutions et à leur approximation. On se limitera aux systhmes 
s’écrivant 

u‘(t) = f (u ( t ) ) ,  O 5 t < T 
4 0 )  = WJ 

où u : [O,T(-, KN est la fonction inconnue, f une fonction donnée de K” dans KN, 
~0 la donnée initiale dans KN et où T désigne ou bien un nombre strictement positif, 
ou bien +m. 
Dans tous les cas, la fonction f sera supp& au minimum localement lipschitzienne 

m r K N ,  c’est-à-dire qu’il existe une fonction croissante k de [O, +m[ dans [O, +oo[ telle 
que, pour tout r 2 O et tout z , y  de KN avec l l t l l  5 r et llvll 5 r 

où 11. II désigne une norme sur KN choisie une fois pour toutes dans ce problème. 

Par définition, une solution de (1) est une fonction continûment dérivable de [O, T[ 
dans K” telle que l’équation (1) soit satisfaite pour tout t de [O, TI. 

Le problème se compose de trois parties qui peuvent être abord& inddpen- 
damment. 

lbre PARTIE. On s’intéresse ici à plusieurs approximations des solutions du 

1-1) On commence par le cas N = 1 : on désigne par u un élément de C et on 
système d’équations (1)-(2) lorsque f est linéaire. 

s’intéresse au cas où 

vx E C”, f(x) = az. 

Soit (an)nzl une suite d’élkments de C convergeant vers a dans C. Pour tout nombre 
réel positif t et tout nombre entier n suerieur à 1, on note 

1-1.a) On suppose d’abord que la suite (an)nzl est B valeurs réelles. Montrer que 

r i  r,, = Y i  sn = e t o .  
n--+oD ,-+a (4) 

1-1.b) Déterminer dans tous lea cas les limites quand n tend vers l’infini de r n c  et 

1-1.c) Montrer qu’il existe des réels Pn et On tels que 
de snG. 

1-l.d) Montrer que (4) reste vrai lorsque la suite (an)nLl est B valeurs complexes. 
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On étudie maintenant le cas linhire de dimension finie quelconque, c'est-à-dire que 
f est définie par 

Vz E K N ,  f(z) = Az (5 )  

où A est un élément de l'espace M ( N , K )  des matrices carrées de dimension N à 
él6ments dans K. On note IN la matrice unité de M ( N , K ) .  On désigne par II . II une 
norme sur M ( N ,  K) "compatible" avec la multiplication des matrices au sens que 

(i) pour toutes matrices B et C, II BC 11111 B II II c 11, 
(ii) II IN II= 1 . 
1-2) Soit B une matrice de M ( N ,  K). 
1-2.a) Montrer que la suite de matrices 

est de Cauchy. On note eB sa limite. 
1-2.b) Etablir les inégalités suivantes: 

11 eB 115 eIIBll, 11 e-B(IN + B) 115 e211Bll. 

1-2.c) Montrer que l'application t -+ et est continûment dérivable sur [O, +oo[ et 
vérifie 

d 
d t  Vt 2 O ,  -(et B ,  = Be". 

En déduire que, lorsque f est donnée par (5)' le système (1) - (2) a une solution avec 
T = +CO que l'on p r é d i r a  

1-2.d) Montrer la dérivabilité et calculer la déride des fonctions 

t + e-: B ( ~ N  + t ~ ) ,  t -+ e-tB et B ,  

puis, en déduire que e-B eB = I N .  

1-3) Pour l'approximation des solutions du système (1) - (2) lorsque f est donnée 
par (S), on introduit les suites de matrices ( R , ) n l l  et (Sn)nZ1 définies par 

T 
n 

1-3.a) Pour s E [O, 11, on pose 

&, = ( IN  + - A)", S,, = (IN - A)-". 

T 
n ( IN  + S -A)".  G(s) = e - r T A  

Calculer G'(s) et majorer sa norme. En déduire l'existence d'une constante M ne 
dépendant que de T et de II A II telle que 

Conclure quant B la limite de R.,, lorsque n tend vers +ao. 
1-3.b) Montrer que, pour t E [O, ( 2  11 A Il)-'], IN - t A est inversible et 

II ( I N  - tA)-'  II< e2*IIAll, 
$ ( z ~ - t A ) - l  = A ( I N - ~ A ) - ~ .  

En déduire la limite de S,, lorsque n tend vers +m en proddant comme prdddemment 
à l'aide de la fonction 

H ( s )  = e-aTA (IN - s - A)-". T 
n 

28me PARTIE. Nous revenons au cas non lindaire de l'introduction avec K = R 
et f une fonction localement lipschitzienne de RN dans R N .  
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11-1) Vérifier que u est solution de (1) sur [O, T[ si et seulement si u est continue 
de [O,T[ dans RN et 

t 
Vt E [O,T[, u(t)  = u(0) + 1 f ( u ( s ) ) d s .  

11-2) Soit O une fonction continue de [O, T[ dans [O, oo[ et QO, p0 des nombres réels 
t vérifiant 

Vt  E [O,T[, a(t) <ao+Poi  a ( s ) d s .  

Montrer qu'alors 
~t E [o,T[, a( t )  5 aoeh'.  

11-3) Soit u et C des solutions sur [O, TI de (1). Montrer que, pour tout 7 de [O, T[, 
il existe un nombre k, dépendant de 7, u et û (que l'on prkisera) tel que 

~t E [0,7], I(u(t) - û(t)ll I I I U ( O )  - û(0)(Iekr '. 
En déduire que le système (1)-(2) admet au plus une solution. 

Etant donné c > O, on appelle maintenant solution c-appruchde de (l), toute fonc- 
tion continue sur [O,T[ telle que 

t 
vt E [O,T[, Ilu(t) - u(0) - 1 f(u(s)) dsll I e t .  

11-4) Montrer que, si u et û sont des solutions c-approchh de (l), elles vérifient 
pour tout 7 de [O, T[ 

~t E [0,7], ~lu( t )  - iî(t)ll < (llu(0) - Û(O)II + 2cr)ek:', 

pour un nombre k: dépendant de 7, u et Û que l'on précisera. 

11-5) Soit uo donné dans RN. A tout entier positif n, on associe la suite (Zj)j=I, ..., n 
d'Cléments de RN définie par 

T 
n V j  = I,...,n, Z j  = Zj-1+ -.f(Zj-l), zo =z UO, 

ainsi que la fonction IL,, de [O, T] dans RN définie par 

~j = 1, ... ,n, ~t E [(j - 1) f , j  :Il un(t) = (t + - (j - 1))Zj + (j - t  +)Zj - l -  

On note 
R, = o~Jyn { I l~ j l l } i  Mn = o~lyn {llf(zj)II}i kn = k(Rn)r 

où la fonction k est définie en (3). Montrer que un est une solution c,-approchk de 
(1) avec en = & T kn Mn. 

11-6) Dans le schéma de la question 11-5) ci-dessus, on choisit 

où .F( R) désigne la borne supérieure de f sur la boule fermQ de centre O et de rayon 
R. Montrer que 

C 
en S - n R, I 1 + 2llu0lll 

où C est une constante independante de n que l'on pr&isera. En déduire que u, con- 
verge uniformément sur [O, T( quand n tend vers l'infini. Vérifier que sa limite u est 
solution du système (1)-(2). 

11-7) Pour uo E RN, on désigne par T(w) la borne supérieure des nombres positifs 
T pour lesquels il existe une solution du systbme (1)-(2) sur [O,T[. 
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II-7.a) Montrer que, pour tout uo, T(w) est strictement positif et que (1)-(2) admet 

II-7.b) Prouver que 
- ou bien T(u0) = +oo 
- ou bien T(w) < +oo et li%tTcu,,(llu(t)ll) = +ca . 

une solution unique sur [O,T(uo)[ . 

Pour ce dernier point, on p o u m  misonner par l’absurde et utiliser l’ezpmssion précise 
donnée par (6). 

II-7.c) En déduire que, si pour un w, il existe une fonction L croissante de [O, oo[ 
dans [O, oo[ telle que 

alors T(w) = +oo . 
V t  E [O,T(w)[, IIU(t)ll I L(t)l 

11-8) Outre le fait que f est localement lipschitzienne, on suppose qu’il existe des 
constantes Cl et C2 telles que, pour tout z dans RN 

Ilf(2)Il I c1 ll4l+ c2. 
Montrer qu’alors (1)-(2) admet une solution unique sur [O,+oo[ pour tout uo de RN. 
Montrer que ceci est encore vrai si on suppose (plus généralement) que, pour tout z 
de RN, 

où < ., . > désigne le produit scalaire usuel dans RN. 

3Bme PARTIE . Ensembles invariants pour (1)-(2). 

On se place à nouveau dans le cadre de l’introduction avec K = R. On admet que, 
pour tout ~0 de RN, il existe une solution u de (1)-(2) avec T = T(u0) strictement 
positif. On la note U(.,w), soit U(t,w) = u(t), V t  E [O,T(uo)[. 

On dit qu’un sous-ensemble E de RN est invariant pour (1)-(2) si 

(UO E E )  (Vt E [O, T ( M ) [ ,  U(4 %) E E)* 

111-1) Question préliminaim. Soit ( a , ) , ~ l  une suite bornée de nombres réels. 
On désigne par L, la borne supérieure de l’ensemble {up ,p  2 n } .  Montrer que 
L = limn+oo L,  existe et qu’il existe une suite extraite de la suite a, convergeant 
vers L. En déduire que, de toute suite borntk de RN, on peut extraire une sous-suite 
convergente. 

111-2) Etant donné E un sous-ensemble non vide de RN et z dans RN, OG note 
d ( x ,  E) la borne inférieure de l’ensemble (112 - yllz, y E E} oh 11.112 désigne la norme 
euclidienne de RN . 

On suppose que F est un ensemble ferme invariant pour (1)-(2). Montrer qu’alors 

111-3) Montrer que, si F est un sous-ensemble fermé, borné, non vide de RN et x 
un élément de RN, il existe X F  dans F tel que 

d ( z , F )  = II.-xF112. 

Expliquer pourquoi cette propriété reste vraie si F est seulement fermé et non vide. 
Montrer que si F est, de plus, convexe, c’est-à-dire 

( z ,  y E F) ==+ (Vt E [O, 11, t z + (1 - t )  y E F) ,  

alors X F  est unique et est caractérisé par la propriété 

2~ E F e t  vu E f, < 2 -  XF,Y - IF >< 0 (8) 

où < ., . > est le produit scalaire usuel dans RN. L’élément ZF sera appelé projection 
de x sur F. (Indication : on pouma “dériver” en t = O la prupndtd (112 - lF112)2 I 
( I lx - ( t  y + (1 - t)XF)112)2 pour tout y de F . )  
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111-4) Lmque F est un convexe fermé non vide, pour z dans FI on appelle cdne 
normal eztdrieur à F en z l'ensemble N ( z )  des éléments p de RN tels que 

V y ~ F , < p , y - ~ > 5 0 .  

Vérifier que N ( z )  est un cône convexe fermé non vide. (Par ddfinatwn, un sou-  
ensemble C de RN est un cône si, pour tout p de C et tout X > O, Ap est dans C.) 

Montrer ensuite que, si F est un m u e z e  fermé, la relation (7) implique 

Vu0 E F, VP E N ( 4 ,  < P, f(w) >I O. (9) 

111-5) Montrer réciproquement que, si F est un convexe fermé de RN, la propriétk 
(9) implique la propriété (?).(On poum d'&ni remaquer que I'apliuation 

1 
A A -+ -d(w + Xf(uo),F) 

est missante sur [O, +CO[ pour tout uo de F. Puis, on poum considerer la projection 
ZA de q + Xf(u0) sur F et utiliser que, pour une certaine suite An tendant vers O, 
%(uo + A, f(%) - z~") converge vers un dldment p de N(w).) 

111-6) Soit u une fonction continue de [O,T[ dans [O,CO[ telle que, pour tout t de 
[O,T[, il existe une suite (hn)nzl décroissant vers O vbrifiant 

où 7 est une constante ne dépendant que de u. Montrer qu'alors 

Vt E [O,T[, u(t)  5 u(O)e". 

(Indication: on poum eonsiddrer la fonction wA(t) = e-%(t) - At où A est un nombre 
strictement positif arbitmire et montrer par l'absurde que Vt E [OIT[, wA(t) 5 w(O).) 

111-7) Soit F un sous-ensemble fermb de RN tel que, pour tout w dans F ,  il existe 
une suite (An),>l dkroissant vers O et vérifiant 

1 
n-+m lim K d ( w  + An f(w), F )  = O. 

Montrer que F est invariant pour (1)-(2). (Indication: &ont donnt u(t) = U ( t , ~ g )  la 
solution de (1)-(Z), on p o u m  introduire pour tout t de [O, T[ et tout h de ]O, T - t [  les 
points zt et &,h de F tels que 

IIW - 4 2  = d(u(t),F) 
1 b t  + hf(zt)  - zt,hll2 = d(zt + hf(zt),F) 

et les utiliser pour montrer que la fonction u(t) = d(u(t), F )  Vcrifie (IO) pour un ccr- 
tain y). 

111-6) Applications. II s'agit d'expliciter ici l'étude préddente dans deux situations 

(z 5 2) si et seulement si 
importantes liées B l'ordre usuel sur RN défini par 

(Va = 1, ..., N ,  zi 5 fi OÙ z = (zl, ..., z N ) , i  = (il, ..., iN)). 
111-8-8) Montrer que la positivitd est pdsenn?e dans (1)-(2) au sens que 

(w z 0) =$ (Vt E [O,T(w)[, W , w )  1 01, 

si et seulement si - lorsque N = 1, f(0) 2 O 
- lorsque N = 2, fl(0,zz) L O, fi(z1.0) 1 O pour tous zl,z2 1 O où f = ( f 1 , f i ) .  

III-8-b) Montrer que l'ordre est p d s d d a n s  (1)-(2) au sens que 

(w s Co) - (Vt E IO,T(w)InlO,T(l;o)[, U(t ,uo)  I U(t,Co)) 

- toujours lorsque N = 1 - et, lorsque N = 2 et f différentiable, si et seulement si 

afi Vi, j = 1,2, et i # j, Vz E R2, ~ ( z )  2 O, 


