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2005 MP option SI
Physique et sciences de I’ingénieur

L’expérience Virgo . Réduction de certaines causes de bruit de fond.

1. Principe de I’expérience

Q.1.1 Pour une fréquence de 10 kHz, la longueur d’onde des ondes gravitationnelles est de 30 km, 10
fois supérieure a la taille des bras de I’interférometre.
Les perturbations liées a I’onde gravitationnelle peuvent étre considérées comme quasi-statiques si Tog
. A l . v . . . .
est trés supérieure a —Let -2 ce qui est donc réalisé, mais aussi au temps de réponse du détecteur
Cc c

(photodiode).

Q.1.2 Interférometre de Michelson
Les amplitudes complexes des 2 ondes optiques qui interférent sont respectivement, juste apres
recombinaison :

D ' 1 o .
a, = a ts nr.e 2ikly elet — _Eaine 2ikly ela)Lt et

In"°s

~2ikl, i 1 ~2ikl, i . .
a, = a,rnte 21kl gloct +§aine 2iklz glent - ces deux ondes étant cohérentes entre elles,

a_ . 9 9
a,, = a+a, = ie'“’“(e 2ikly _ o 2|k|2).

2
P a P : ikl 12
Q.13 PLUt = |4 4o P = % p2iklh _ o-2iklp soit
in in
P .
P = —21= cosf2k(t, =1, )]] = Py sin”k(1,~1,).
Q.14 En différentiant, 5Py, = P k(51 - S1,)sin2k(l, -1,) soit,  avec

1 1 :
sl =51, =3 hog (I, +13) . O Py = EPm Kheg (I, +15) sin2k (I, —1,) .

Q.15 ‘5 Pyrav| st maximale pour sina, =1 , donc «p = %er;r (p entier), soit
V4 V4 s A A . . e
k(l, -1,) = " + pE , Cestadire |, -1, = 8 + pz (ce qui correspond a une différence de

marche multiple impair de %) .

Q.16 |6

wav| o = Pin %hog (I, +1,) = 2.10"* W = 6.107* Pjy: c’est extrémement faible

et certainement trés difficile a mettre en évidence ; il convient donc d’augmenter |y et I, .
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Q.1.7 Bruit statistique de photons
L’énergie des photons détectés en moyenne pendant la durée At est <N>h v =1 B, At

out

dou (N) = U%At .

. oP O nh 1 hv
Q.18 En écart-type relatif, shot _ B0 _ _ d'ol
" out (N) J(N) 7P, At
P, hv /P- hv .

0 Pyt = (;;t—At = 7I7nA'[ |SII’1 k(|1 —|2)|.

oF in 2k (I, —I
Q.19 ‘ﬂ = lpinkhog (I, +|2)|5"T (I, =1,)| [7At

S Pyt 2 Isink(l, —1,) \|P,hv

P At
— Kk hyy (I, +1,) ”h'—”v|cos k(l, ~1,)| -

. . . . . A
Le rapport signal / bruit est le meilleur pour k(l1 —|2) = pxz (p entier), soit (I1 —Iz) =p 5
Pour I = I, cela correspond au réglage de la teinte plate ; cependant, a cause des coefficients de

réflexion de la séparatrice, on a alors Pyt = 0 . Il faut donc se placer au voisinage de ce réglage, la
photodiode détecte peu de lumiére mais c’est Ia que le rapport signal / bruit est optimal.

Q.1.10 On a donc 1 = K hgy (I +1,) %hos k(l, -1,)|  avec idéalement
v

1 / hv A hc
k(l, =1 ~1. Dou h = = ;
|COS (I, 2)| Dol gy <G+ 1) e 220, + )\ A7 P At soit

: 1 hci
finalement hy, = .
27z(l, +1,)\ 7 P, At
1 hca f
Q111 hy, = | ;
27(l, +1,)\ 7 P,

pourf = 10Hz, At = 0,1s , hghot = 3.107Y

pour f = 10 kHz, At = 107 *s , hgot ~ 107 : avecly = I, = 1 m, la sensibilité de
I’interférométre serait dans le meilleur des cas 30 000 fois supérieure a I’ordre de grandeur de hog ; la
détection des ondes gravitationnelles dans un laboratoire usuel est inenvisageable...

Q.1.12 Amélioration du systéeme optique
L > r—e¥  r-g¥ 1+r2-2rcos
En posant f# = 2 k d, il vient |r = - — = d
Fee 1-re ' 1-re'’ 1+r?-2rcosf

|er| =1 : cela signifie que la cavité ne provoque qu’une différence de phase donc n’absorbe pas. La

périodicité de rep () est 27 .
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i r—e ie' —ie'” ire'/
Q.1.13 En différentiant e'? :—e. il vient : ¢ _d(p _ 1€ .d’B + ¢ q’B soit
1-re'? el'? r-e'¥ 1-re'f
dp  —e'’ s re’ -1 LA e“ﬁ(rz—l) o
df  r—e’ 1-re'’ re -1 eV _r rleg?” +1)—e‘iﬁ(r2+1)
2 2
encore do _ 1-r = 1-r

df  1+r%—2rcosp (1—r)2+4rsin2£ '
Pour f=-7 +2pz, fep = let @ =0 [27];

pour f=2pr, rFP:—letgozﬂ[Zﬂ] et

pour f=7x +2p7w, rep =let o =0 [27r]. Or g—z >0 (carr < 1) donc ¢ varie

de+2 7z pour SBallantde (2p—-1)7za(2p+1) 7.

2
(d_(”J = 1-r = il ; pour r = 0,98, (d_(pj ~ 100 : la variation de ¢
p=2px B=2px

dg A-r) 1-r dg
2
est extrémement sensible ; en revanche (d_(DJ = 1-r > = 1-r ~ 0,01.
d'B p=2prtx (1+r) I+r
On a plausiblement les graphes suivants :
de
i dﬂ A
@ = — Arg (rrp)
27 L
T+
| > 5 0 ’ > B
2prx 2prx

(« fonction d’Airy »)

Q.1.14 Pour un interférometre de Michelson « simple », le coefficient de réflexion complexe pour
un «bras» de longueur | serait —e~?*"; on pose alors e ' = — e 2! soit par exemple
@ = 2kl +7 ; pour une variation ol de |, de = 2kol.

Pour le bras avec cavité de longueur d , réglé de telle sorte que B = 2kd =~ 2pr,

1+r l1+r . )
dp = 1= dg = 2k 1 od : cela correspond a un bras simple dont la longueur serait
-r -r
1+ . -
| = 1 d soit numériquement | = 100d = 300 km.
-r
Par rapport a I’interférométre de laboratoire | = 1 m, hgor est divisé par 3.10°. Pour At = 0,1 ms

hehot ~ 3.107%, on'y est presque...
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Q.1.15 L’essentiel de I’énergie lumineuse repart vers la source . En multipliant la puissance par 100,
hsnot est divisé par 10 : alors la sensibilité de 10 ~# est atteinte pour At allantde 0,1 msa0,1s.

2. Réduction du bruit de fond sismique : le super-atténuateur

Q.2.1 Ry estun référentiel non galiléen, en translation par rapport a R , a la vitesse X, ('[)XG sl

faut prendre en compte une force d’inertie d’entrainement — M X, (t)xS appliquée sur la masse M .

La liaison selon I’axe yg étant supposée parfaite, le théoréeme du moment cinétique (ou dynamique)
appliqué au pendule selon cet axe, écrit dans Rs , conduit a I’équation suivante :

ML* @ = -MgLsind + M Lx, cosé.

N.B. : cette équation peut aussi étre obtenue en écrivant le théoréme du moment dynamique dans le référentiel
(1] (1]

galiléen R , le moment dynamique dans ce référentiel est M L2 0 —MLxg coso.

En linéarisant , on obtient L @ + g@ =~ X, (t) .

Q22 x(t)= x,(t)— Lsin@ =x,(t) — LA(t); en reportant LA(t) ~ X, — x dans

I’équation lingéarisee du mouvement, on obtient: X + % (X - Xo) ~ 0. En posant a)g = % ,

carré de la pulsation propre obtenue lorsque Xo ne varie pas: X + a)f, X = a)f, Xo (t)

En effectuant une transformation de Laplace, on obtient : (p2 + a)Z)X(p) = a)f, Xo (p) , d’ou la

2
__h
P’ + )

Cette fonction de transfert est celle d’un filtre passe-bas du second ordre ; elle présente un péle pour

p=z= ia)p , Ce qui traduit une résonance, en régime sinusoidal, au voisinage de la pulsation propre

®
fonction de transfert: P (p) =

@y. La singularité de P(iw) est due a I’absence de prise en compte d’un terme d’amortissement. I
convient enfin de rappeler que la linéarisation n’est valable que pour de petites valeurs de |€| .

Q.2.3 Pré-isolation

Pour avoir I’égquation du mouvement du pendule inversé, il suffit par rapport au cas du pendule simple
précédent de changer € en & + x et d’ajouter le moment de rappel élastique — C8:

MI2 9 = +Maglsind —MIx, cosd —C@, soit,en linéarisant :

|6 + (% — gJO ~ — Xg : pour obtenir un rappel, il faut donc que C > M g1.
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Cette fois x(t) = X, (t) + 1sin@ donc 18(t) ~ x — X, et finalement

(1} C g
X + —=|IX=X,) = 0.
(M 121 ]( o)
C
Q.2.4 On pose cette fois a),2 = M 12 —% et on obtient une fonction de transfert du méme
2
0]
type: 1(p) = —— .
P+ o,

Pour diminuer @, il convient de choisir une valeur de C tres légerement supérieureaM g | .
fi= 0030Hz, C =M (gl +47°122) = 252.10°N.mrad".

. . o f .
Soit f; la premiére fréquence de résonance de la chaine pendulaire : — ~ 6,7 ; on peut donc estimer

|
que f; se situe dans la partie asymptotique de pente — 40 dB/déc. du filtre passe-bas :

2 2
i f f
I(Ia) )z L —— . Iatténuation en dB est alors 40 log,, | — | = — 33dB (soit 2,2.10 2
1 602 f 2 10 fl
1 1

en échelle linéaire).

Q.2.5 Cette propriété des forces d’inertie d’entrainement tient a ce que Rs est en translation par

rapport a R , le champ des accélérations d’entrainement dans Rs est uniformement X, (t)xG )

(11 est commode de décomposer le moment dynamique du pendule, le moment des forces de pesanteur
et celui des forces d’inertie d’entrainement en 2 contributions : celle de la masse M d’une part, et celle
de la tige (m, 1) d’autre part.)

Le théoreme du moment dynamique par rapport a I’axe 7; , appliqué a I’ensemble (tige + masse M)
dans le référentiel Rs , conduit a I’équation suivante :

Jo = - (M I + mIEJ X, C0SO + (MI + mIE] g singd —C#@, soit, en linéarisant :

10 + {C —(M +gjgl}9 ~ - (M +gj| X, ().

N.B.: de méme qu’en 2.1 et 2.3, cette équation peut aussi bien étre obtenue a partir du théoréme du moment
dynamique écrit dans R .

Enreportant 16 = X — X, :

%[x _§;j+ {% —(M +%jg}(x—xo) . (M +gj|§;(t)

On pose alors a);z = %{C - (M + %j g @ , carré de la nouvelle pulsation propre, et on

obtient :

o0 L 1) 2 L L)
[x —XOJ+ 0> (x - %) = - (M +%)IT X, (t) , ouencore :

(1) ‘o (1) m Iz 'y
X+w"X = X |1 - M+? 3 +@®," X, .
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La nouvelle fonction de transfert est alors :

2
p2 {1— (M + m]l} +a);2
2)J

2 2
p- + o

1'(p) =

Q.2.6J:(M +mjlz;alors lim I'(ja)):l—M+m/2 __—m
3 ® >+ M +m/3 6M +2m

Ce n’est plus un filtre passe-bas des lors que la masse m de la tige n’est plus négligeable.
On trouve le diagramme asymptotique suivant :

Numérateur en bleu
‘ dB Dénominateur en orange
i I’ en noir

Q.2.7 Controéle inertiel
La masse m de la tige étant a nouveau négligée, il suffit de reprendre I’équation 2.3 et ajoutant le

moment — | F(t) cosd ~ — 1 F(t) de I'effort de contrdle ; aprés linéarisation, on obtient :
MIZ29 +(C - Mgl)d =~ —MIxy(t)— IF(t) , soit, avec 16 ~ x —x, et en posant

: 2 C
toujours @; = viThS

N—"

_|(Q
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BhaﬁXzﬁ%@E@=wﬂ%®f@1

M M o}
En effectuant une transformation de Laplace, on trouve bien
\ 1 c Mg\
(07 +02)X(p) = @2 [Xo(p) —a F(p)] ot a = ,{7__%.
M @ | I
Q28  F(p)=np[X(p) - Xo(p)] donc A(p) =7 p.

Alors X (p) = 1(p) {Xo(p) = aA(p)[X(p) - X,(p)]} d'ou

1+0{A(p) a)zl 1+ anp _
Glp) =1 = soit en définitive
@) ()1+aA(p)l(p) p2+m$1+anp o
(p? + w?)
w?(1+0”7p) 1+a77p

G(p) = — = :
P°+ anwip + o) 1+0”7p+L
o
En régime sinusoidal forcé, G(jw) = 1+ janw _
1+ jano —w—z
oF

On voit qu’une augmentation de la valeur de 77 amortit la résonance au voisinage de o’ .

Pour obtenir le diagramme asymptotique de Bode, on peut tracer ceux qui correspondent
respectivement au numérateur et au dénominateur de |G(ja))| :

A

+ 20 dB/déc
> log w
log(L/an)
A log (@)
» log w
— 40 dB/déc
On obtient finalement :
4Gl
+ 20 dB/dé — 20 dB/déc
] Tog (160 1) "log
2>
T
7
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Lorsque 77 augmente, on voit sur ce diagramme que I’atténuation des mouvements sismiques est moins
efficace, ce n’est donc pas une bonne solution.

Q.2.9 Onadonc C(p) = 7 p? ol y est une constante. On souhaite que C(p)A(p) =7 pdonc
A(p) = T (intégrateur).
yp

() I(p)
Q.2.10 Onaalors G(p) = =
) = T ApICHIe) ~ Tran pilo)
2
avec I(p) = zwl = 1 >
P+ oy 1+ p—z
o)
a 1
soit G(p): 5 5 5 = >~ ¢ il n’y aplus de terme
+ +
p o) +anow; p 1+0”7p+22
[

d’ordre 1 au numérateur et le mauvais comportement aux hautes fréquences lorsque 7 augmente a
disparu.

Q.2.11 Enprenant F(p) = (7 p +8)X(p), on obtient de méme

1 1 1
G = =
® p—2+a p+ (1+ad) l+ao p* 4 anp
o L+ad)w? (@+ad)

+1

En faisant varier 6 on peut modifier la fréquence propre donc la fréquence de résonance.

3. Contréle global

Q. 3.1 Création d’un signal d’erreur
Non, ce signal ne convient pas car 5(a)|_) ne change pas de signe lorsque @ | « traverse » @y .

dZV(a)L)

Q. 3.2 En posant V"(a)o) = 5
do;

)a)L =Wy !

V(”L) ~ V(“)o) +%V"(a)o)(a)L —a)o)z = V(a)o) +%V"(a)o)(a)c + a cosQt —a)o)z
= V(a)o) +%V"(a)o) w? + Za(a)c —a)O)COSQt - 2040, + 05 +§(1+ cos2Qt)| .
Alors ¢ = V"(a)o)a(a)c —a)o) :

£a change de signe lorsque @ traverse w, donc peut servir de signal d’erreur. Cependant, si
I’extremum de V(a),_) est trés étroit et que @ ¢ S’écarte trop de @, , ce signal risque de disparaitre...

8
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Q33 E,, = E,e'“ " exp(ibsinQt) ~ E, e'“*" (1 + ibsinQt) au premier ordre par rapport

ab, soit Ej,

Q

EO eith (1 + %eiQt _geigtj quiapourspectre:

{wL,a)L—Q,a)L +Q}.

Q34 plo, +Q)~@2py+1r et plo, -Q)=(2p,—1)x sont hors de la zone de
variation rapide de go(ﬂ) ; alors (p(a) Lt Q) =~ 0 [27[] et Igp (a)L + Q) ~ 1.

i (p(a)L)

En écrivant rp (a)l_) =e , On obtient par superposition :

Eren = Eo eith(e_i(p(wL) +ib Sith)
Q.3.5 P, est proportionnelle & |Eren | > soit E§ (e—i(p(azL) Lib sith)(e+i¢(wL) b sith)
= Eo tl+ b?sin®Qt + ibsin Qt (ei¢(wL) _ e*igo(a)L))J

b>  b?
= ES {1+ 5~ 5 cos 20t — 2b sinQt Sin(p(a)L)]

2 2
Donc P, = P, [1+ b? - b?cos 20t — 2b sinQt sin go(a)L)} . le terme de pulsation Q est

PQ(coL) = -2Pb singo(caL) sinQt .

Q. 3. 6 Le graphe donnant I’allure de P (a) L) a I’allure suivante :

A Po
Le signal de sortie du filtre
passe-bas peut donc servir

de signal d’erreur.

Q.3.7 Asservissement des miroirs
(le sens positif pour Gn comme pour & est le sens horaire)

Pour le miroir (A), on reprend I’équation linéarisée de la question 2.1, en ajoutant le moment de la
force F et un terme d’amortissement :

M, L% 6,

Q

~ M, gLé, + M Lxop —LF({)+ M, Lux, ol W estune constante
positive ; avec L@, ~ Xyp — X, , il vient, en posant b = %

o . F (t)

m
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De méme pour le miroir (B) :  Xg + u XB + a) Xg = a)rf1 Xog - et par différence :
* F(t .
Ax+,qu + a) AX = a) AX +# . Enposant u = 2¢& @, ,ou & estle facteur
m
d’amortissement (définition usuelle mais non donnée dans I’énoncé) , on obtient, aprés transformation
de Laplace :

AX(D)L[?—E s g 1} = AXo(p) + F(p)

m m

Enposant G, = M w23 ,celas’écrit AX(p) = G(p)[G, AX,(p) + F(p)] avec

G(p) = T

2
Numériquement, avec & = 0,5, {p_ + 2c p + 1} = 0,44p% + 0,66p + 1 (avec |p|ens).

2
m O

Q.3.8 Selon le schéma de la fig. 12, AX(p) G(p) [G AX(p) + KC(p) (AXC(p)—AX(p))]

ce qui conduita AX(p) = H.(p)AX.(p) + Ho(p)AX,(p) avec respectivement
_ _G(p)KC(p) G(p)Gy
= G P T aKe)

Q.3.9 Correcteur proportionnel

Avec un correcteur proportionnel C(p) = Cgp on obtient un systéme de classe 0 (pas d’intégration

dans la boucle) , donc ¢, = e—oK pour une entrée échelon e(t) = eOY(t).
T Bpo
CoK CoK
L erreur statique relative est &, = -2 = _ 1 avecici Kpo = —— = ——
N 1+ Ky Gy M, @
2
Numériquement &, < 107° = K,, >10° dou C, > 10° P gt
C, > 34.10° Am™.
AX CoK 1
Q310 ) _ c(p)a(p) = cokalp) = oK .
£(p) Moo [ p? 2
— + — +1
C()m a)m

Cette fonction de transfert est du second ordre donc la marge de gain est infinie ; vu le fort gain
CyK

> > 10° (soit 60 dB), la pulsation de coupure 4 0 dB (~ 47 rad.s ) est beaucoup plus grande
m a)m

que an (1,5rad.s ™) et la marge de phase est presque nulle (~2°) : la condition M, > 45° n’est pas

respectée, le correcteur ne peut pas assurer a la fois la précision et la marge de stabilité.

10
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Q.3.11 Correcteur proportionnel intégral

1+Top

Correction Proportionnelle-Intégrale : C(p) =C, =
0.p

Diagramme de Bode du correcteur :

Numérateur en bleu 1+To.p

. . 1
Dénominateur en orange ——
To.p

C(p) en noir

+90°

- / -oo(e)

Le correcteur change la classe du systéeme qui passe a 1, donc le systeme est précis pour une entrée échelon,
quelque soit le gain de la boucle ouverte. Par contre il introduit un déphasage négatif, ce qui est génant pour
la stabilité.

11
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Q. 3.12 Il y a une incompatibilité dans le cahier des charges au niveau du temps de réponse.

Onveut Tm < 0.003 s etona @wyc.Tm =3 , soit @,z >10 rad/s ; ora @y =10rad/son a déja un

¢ de —170° et comme le proportionnel intégral déphase encore, il est impossible de récupérer 45° de
marge de phase.

Si on abandonne le critére temps de réponse, la marge de phase se situe a 2,4 rad/s.

On regle le correcteur a 1/To a 1/10 de la pulsation de coupure a 0dB soit 0,24 rad/s.

Il faut ensuite un gain de 61dB pour revenir & 10 rad/s soit C; = 1,12. 10° Am™*.

Q. 3.13 L’introduction de la boucle et du correcteur C; ne modifie que la fonction H, qui devient

G(p)(Go-KC
(PX (P)) =H',(p). Pour annuler I’effet de Ax,, il suffit d’avoir un correcteur
1+G(p)KC(p)

proportionnel de gain C; (p) = Go .

K

Q. 3.14 Avec ce correcteur on retrouve I’expression précédente (Q.3.8). Donc la perturbation n’a pas
d’influence sur le réglage précédent.

12
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